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数学 是 有 力 的 ,因为 它 能 给 出 最 精确 .最 严格 的 
解答 ; 数学 是 优美 的 ,因为 它 能 化 繁 为 简 , 给 人 以 精 
神 的 愉悦 。 追 求 力量 和 简洁 是 数学 的 创新 之 源 ,也 是 
深 藏 于 人 性 中 的 一 种 欲望 。 倘 若 能 对 数学 重要 概念 
的 思想 及 其 力量 进行 剖析 ,或 许 是 点 燃 人 们 对 力量 、 
对 简洁 、 对 美 追 求 的 最 好 方式 ,或 许 也 是 中 学 素质 教 
育 或 大 学 通 识 教育 的 一 种 很 好 的 方式 。 本 书 试图 进 
行 这 样 的 尝试 。 

目前 专业 数学 书 由 于 重 系 统 、 重 严格 、 重 知识 本 
身 , 往 往 需 要 很 多 准备 才能 进入 问题 的 核心 ,才能 对 
现代 数学 思想 有 所 感悟 , 非 专 业 数 学 人 士 ,没有 这 么 
多 时 间 去 熬 、 去 耗 、 去 磨 ; 另 一 方面 ,大 多 数学 科普 读 
物 , 往 往 较 少 、 较 浅 地 进入 问题 的 内 在 理 路 ,很 少 进入 
关键 问题 的 证 明 , 多 在 外 围观 察 ,也 就 很 难 让 人 享受 
其 中 之 妙 。 因 为 没有 证 明 , 就 不 可 能 有 真正 的 理解 ， 
当然 就 更 谈 不 上 享受 。 

为 了 能 聚焦 于 剖析 数学 思想 及 其 力量 ,本 书 尝试 
方式 就 是 : 从 核心 问题 出 发 ,尝试 从 探究 理论 何以 发 


明 的 视角 ,阐述 核心 概念 产生 的 缘由 及 其 力量 ,以 及 
问题 的 解决 过 程 。 舍 弃 知 识 的 系统 、 严 格 、 完 备 ,追求 
问题 解决 的 连贯 、 彻 底 、 通 透 , 以 便 在 较 少 的 时 间 内 能 
真正 领悟 数学 背后 的 思想 及 其 力量 。 

20 世纪 伟大 的 数学 家 外 尔 曾 说 :“ 伽 罗 瓦 的 群 论 
在 好 几 十 年 中 一 直 被 视 为 天 书 ; 但 是 , 它 后 来 对 数学 
的 整个 发 展 产 生 越 来 越 深远 的 影响 。 如 果 从 它 所 包 
含 思想 之 新 奇 和 意义 之 深远 来 判断 ,也 许 是 整个 人 类 
知识 宝库 中 价值 最 为 重大 的 一 件 珍品 ” RB fin 
罗 瓦 群 论 为 例 ,尝试 从 群 论 的 发 明 过 程 和 应 用 的 角 
度 , 用 通俗 的 语言 ,舍弃 系统 性 和 严格 性 , 直 述 群 论 核 
心 ; 另 一 方面 ,尝试 阐发 群 论 与 微 积分 复数 ,乃至 诗 
歌 .绘画 等 艺术 创造 背后 精神 的 一 脉 相 承 ,以 便 让 人 
站 在 更 高 的 山峰 ,领略 人 性 的 光辉 。 

群 论 是 高 度 抽象 的 。 抽 象 过 程 实际 上 就 是 : 去 
掉 我 们 熟悉 事物 的 次 要 部 分 , 留 下 主要 部 分 。 这 样 做 
导致 两 个 效果 : 正面 效果 是 聚集 了 我 们 的 精神 ,便于 
看 清 事物 的 机 理 ; 反面 效果 是 把 我 们 熟悉 的 事物 变 
得 不 熟悉 了 ,这 就 是 抽象 概念 和 运算 难 懂 的 原因 。 群 
论 中 抽象 的 概念 和 运算 构成 了 群 论 内 在 的 理 路 ,它们 
虽然 不 多 ,但 是 要 真正 理解 群 论 思想 ,还 是 需要 有 点 
耐心 ,反复 阅读 ,熟悉 它们 。 这 是 绕 不 开 的 。 本 书 闸 
述 、 分 析 了 这 些 概念 和 运算 的 抽象 过 程 ,建立 了 群 论 
中 一 系列 我 们 不 熟悉 的 抽象 概念 与 我 们 熟悉 的 方程 


* 外 尔 . 对 称 LM]. 冯 承 天 , 陆 继 宗 , 译 . 上 海 : 上 海 教育 出 版 
社 ,2002. 


求解 过 程 的 联系 ,以 便 更 易于 理解 。 为 了 让 读者 能 阅 
读 下 去 ,真正 领会 群 论 的 美 ,我 们 在 书 中 穿插 了 若干 
诗 、 几 幅 画 , 供 赏 阅 。 

笔者 非 数学 专业 ,对 群 论 的 理解 深度 自 知 是 不 够 
的 ,甚至 有 错 , 望 谅解 。 只 盼 本 书 的 观察 角度 和 叙述 
方式 能 让 非 数 学 专业 人 士 在 较 少 时 间 里 较 多 地 理解 
群 论 的 精髓 。 

由 于 本 书 的 叙述 方法 ,一 些 重要 概念 散布 在 叙述 
中 ,因此 ,为 了 查询 方便 , 特 将 重要 概念 整理 出 来 附 在 
书 的 最 后 。 
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日 : 
ZH ZN MA? 
上 下 未 形 , 何 由 考 え ? 
Sie ae EZ? 
BAER. AURZ? 
明明 上 暗暗 , 惟 时 何 为 ? 
阴阳 三 合 , 何 本 何 化 ? 
ELE REEL? 
HEAT RIE ZI 
BARA? ARR Mm? 
八 柱 何 当 ? 东南 何 亏 ? 
九天 之 际 ,安放 安 属 ? 
阳 限 多 有 , 谁 知 其 数 ? 
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— AR(AM) 


一 连 串 天 地 之 问 ， 
展现 了 诗人 非凡 的 胸襟 
和 品格 。 一 个 人 终极 关 
怀 的 问题 往往 决定 着 其 
最 终 的 层次 和 品格 。 


齐白石 大 师 的 绘画 有 两 个 最 主要 的 特征 : 简练 
与 生动 。 如 何 用 最 洗 练 的 水 墨 画 出 生活 中 的 真 趣 是 
齐白石 一 生 的 中 心 问题 ,也 正 是 对 这 个 问题 的 不 断 探 
索 造 就 了 齐白石 大 师 非凡 的 画 艺 。 用 他 自己 的 话 来 
说 就 是 “ 妙 在 似 与 非 似 之 间 ”。 这 外 话 用 理工 科 的 语 
言 来 说 ,就 是 掌握 人 或 物 之 所 以 生动 的 生成 机 理 , 说 
得 更 直 白 一 点 就 是 分 清 主要 和 次 要 的 层次 关系 。 强 
化 主要 的 、 丢 掉 次 要 的 , 便 能 达到 似 与 非 似 的 效果 。 


多 项 式 方程 的 拉 格 明日 求解 


问题 是 一 门 学 问 的 核心 。 好 的 问题 往往 能 孕育 
出 新 理论 、 新 方法 、 新 工具 。 解 方程 就 是 一 个 很 好 的 
数学 问题 , 它 孕 育 了 复数 ,由 此 建立 了 强大 的 复 变 理 
论 及 分 析 工 具 ; 更 孕育 出 现代 数学 的 开端 一 一 群 论 。 
下 面 就 来 看 看 解 方程 是 如 何 孕 育 出 群 论 的 。 
不 妨 以 一 元 二 次 方程 的 求解 为 例 : 
az’ 十 bt 十 c= 二 05 a¥0 (1) 
这 里 abc 为 有 理 数 。 我 们 知道 ,为 了 解 此 方程 , 需 
要 做 如 下 配方 : 


bY ゲー4g _ 
=a(a+ 3) in 0 (2) 
人 ッ ー ェ オデ ュー ーー4 ,上面 方 程 (2) 变 为 如 下 二 次 
常数 方程 


y=s (3) 
这 样 y 便 可 用 根 式 表达 出 来 : vat Ys, 进而 原 方程 
的 两 个 根 便 可 求 出 : 


_—b+ Jb — 4ac 
LAT 2a (4) 


分 析 上 述 求解 过 程 可 以 知道 : 关键 在 于 找到 了 
变换 y 一 zx 十 如 ,这样 原 方程 az? 十 bz 十 c 一 0 就 变 成 了 
一 个 同等 协 次 的 常数 方程 y=. RAR RNA 
到 , 能 否 用 此 方法 去 求 三 次 .四 次 ,乃至 任意 次 方程 
的 根 呪 ? 不 妨 先 看 下面 的 三次 方 程 。 

ar;: 十 br 十 cx 十 d= 二 0，a 关 0 (5) 


仿照 二 次 方程 的 求解 方法 ,我 们 需要 找到 一 个 变换 
y= f(a) ,将 上 述 方程 (5) 变 成 如 下 形式 的 三 次 常数 
方程 : 

昂 一 5，5 是 一 个 常数 (6) 
这 个 变换 y= f(D ARE ANE? 是否 像 解 二 次 方 
程 那样 ,是 一 个 关于 z 的 一 次 函数 ? 如果 f(x) 是 一 
次 函数 ,那么 自然 最 好 ,因为 那样 x 便 可 通过 解 一 次 
方程 求 得 ; 如果 f(x) 是 二 次 函数 ,也 行 ,因为 那样 x 
便 可 通过 解 二 次 方程 求 得 ; 如果 f(x) 是 三 次 函数 或 
更 高 次 函数 , 那 就 不 行 了 ,因为 那样 x 便 需 求解 跟 原 
方程 寡 次 相等 ,或 者 更 高 的 方程 ,这 与 求解 原 方程 相 
比 没有 任何 简化 ,甚至 更 复杂 。 经 此 分 析 , 我 们 可 以 
知道 ,这 个 变换 要 成 功 , f(x) 应 该 是 一 个 不 超过 二 次 
的 函数 。 下 面 的 问题 是 : 是 否 存在 这 样 的 变换 呢 ? 
如 果 存 在 ,这 个 变换 的 具体 形式 是 什么 呢 ? 回答 这 两 
个 问题 ,似乎 并 不 容易 。 既 然 如 此 ,我 们 不 妨 回来 对 
二 次 方程 的 求解 公式 再 做 一 点 分 析 , 看 看 能 否 找到 思 
路 。 很 显然 ,二 次 方程 根 的 表达 式 中 的 根 号 项 很 重 
要 ,因为 从 某 种 意义 上 来 说 , 它 是 将 一 般 二 次 方程 转 
化 成 二 次 常数 方程 ( 形 如 zx? 二;) 所 要 进行 的 变换 。 为 
了 看 清楚 此 变换 ,将 方程 (4) 写 成 


2 
m2 (+) 3) Ch) 
a a a 


根据 韦 达 定理 ， 


(8) 


XX, = 一 


可 以 知道 根 号 部 分 实际 上 就 是 士 (xi 一 x,)。 也 就 是 
说 ,经 过 变换 式 y = 2, — 22 My, = 2, — 2, M0 8 y, 和 
2% 满 足 二 次 常数 方程 (3)。 由 此 可 见 , 变 换 式 是 方程 
两 个 根 的 线性 组 合 , 组 合 系数 是 1 和 一 1。 这 组 组 合 
系数 1 和 一 1 恰巧 是 二 次 单位 根 。 两 个 具体 变换 式 正 
是 这 组 组 合 系数 一 一 两 个 二 次 单位 根 交换 位 置 而 成 : 
变换 式 y 是 单位 根 1 作为 xi 的 系数 ,和 单位 根 一 1 FE 
为 x 的 系数 组 合 而 成 ; 变换 式 % 是 单位 根 1 和 一 1 交 
换 位 置 ,单位 根 一 1 作为 zi 的 系数 ,和 单位 根 1 作为 zs 
的 系数 组 合 而 成 。 为 了 便于 推广 到 高 次 方程 ,我 们 把 
单位 根 1 和 一 1 作为 系数 ,在 z 和 xy 前 位置 的 交換 
称 为 置换 。 据 此 可 以 推测 ,三 次 方程 的 变换 式 也 应 该 
是 方程 三 个 根 的 线性 组 合 , 组 合 系数 是 三 次 单位 根 1、 
oa ,这 里 ww 二 1, 具 体 变 换 式 就 应 该 是 三 次 单位 根 
1,0 和 w? 作 为 zi zs 和 zs 的 前 系数 置换 而 成 ,置换 个 数 
为 31 一 6 ,有 具体 为 


2 
yi 一 Zi 十 ozs 十 ws 


ys =X te x, +ar, 
Y = art, +2,+0 x 
(9) 
Y =r, Fax, + xs 
Y の 2, 十 erz。 +2; 


ye = の ィ 」 tn wrs 


关于 以 变换 式 w(i 一 1,2,…',6) 为 根 的 方程 应 该 为 


llo =0 (10) 
根据 三 次 单位 根 w HIER, TIER Ey, oy」,y。 = 


ey =O ys My =0 Yıo yy vy yy ye 这 6 个 
变换 式 中 ,ys、ys、ys、ys 都 可 以 用 y, My 来 表示 , 故 
BK y, 和 っ 为 独立 变换 式 , 于 是 式 (10) 便 可 简化 为 

(y 一 中 )(y — y) = 0 (11) 
AE WR yi + ye A yt yo FY HH UR Wy FR BAIA, N 
式 (11) 的 6 全 根 便 可 得 到 。 原 三次 方 程 (5) 的 根 便 可 
由 变换 式 (9) 反 解 得 到 。 表 述 二 次 方程 根 与 系数 之 间 
关系 的 韦 达 定理 (8) ,实际 上 对 于 三 次 方程 同样 有 下 
面 表述 方程 根 与 系数 之 间 的 韦 达 定理 : 

b 


yg Paty, SS 
a 
XX, + Za7Zs 十 ZaZl = = = qz (12) 
do 
1Z273s 一 ”人 一 ds 


a 
这 个 关系 不 难得 到 。 因 为 既然 .zz 和 xz 是 原 方程 的 
根 , 那 久原 方 程 一 定 可 以 分 解 a(x 一 zx1) (x 一 zs)。 
(x 一 x3) ,将 此 式 展开 ,并 与 原 方程 对 比 , 便 可 得 到 上 
述 式 (12)。 利 用 式 (12), 通 过 较为 元 长 的 计算 ,yi 十 
和 yi 汶 便 可 由 原 方 程 系 数 表示 为 
ji オッ 2ー2gー9g の gg の 十 27 95 “as 
yı w= (gi 3g ge)? 
这 样 原 一 般 三 次 方程 (5) 的 根 便 可 先 通过 求解 
式 (11), 然 后 利用 式 (9) 得 到 。 
上 述 求解 三 次 方程 的 过 程 再 次 表明 : 解 n 次 方程 
的 关键 在 于 找到 一 个 变换 y= f(x) ,将 原 方程 变换 成 
高 次 常数 方程 , 即 交 一 *。 而 且 , 这 个 变换 一 般 是 所 有 


方程 根 的 线性 组 合 ,一 个 具体 变换 的 组 合 系数 对 应 所 


有 单位 根 的 一 种 置换 , 即 y。 =D) の xi, 这 里 al 代 
ZEN LAR (Lora … ge の) 的 一 个 置换 .以 上 
述 三 次 方程 为 例 ,w 对 应 的 组 合 系数 是 {1,w,w),y; 
对 应 的 组 合 系数 是 {1,o ,o},…，,y 对 应 的 组 合 系 数 
是 {wr ,1,w}) ,之 所 以 这 样 选择 在 于 : 根据 单位 根 的 循 
环 特 征 , 可 以 找到 y, 之 间 的 简单 关系 , 即 y = wyi， 
ys 二 Wyssys = 0 yz sy = 0 yi1, 这 样 以 所 有 wy 为 根 
m TI = 0, 可 以 通过 合并 得 到 新 方程 
GE, 当 我 们 将 y 看 成 一 个 新 未 知 
量 ,新 方程 就 是 一 个 关于 的 二 次 方程 ,次 数 低 于 原 
三 次 方程 。 
依据 同样 的 方法 ,我 们 看 看 一 般 四 次 方程 是 否 同 
样 可 以 求解 ? 答案 是 肯定 的 。 
actbe’+a’+dete=0, aF0 (14) 
同样 利用 原 方 程 (14) 的 根 以 及 四 次 单位 根 组 成 
如 下 变换 式 : 
yi = 21 tn — Lg — Za 
ys = Ts — Lg a 
Y =X, ru — Xe — 23 
(15) 
Me = La Hz 一 ネー ズ 4 
ys = La by = Li = La 
Yo = Ly TL — 4% 
注意 四 次 单位 根 的 完整 置换 个 数 应 该 为 4! 一 24, 这 
里 只 用 了 其 中 的 2 个 单位 根 1 和 一 1 作为 系数 ,在 方 


程 4 个 根 前 的 置换 。 因 为 下 面 我 们 会 看 到 ,这 样 做 可 
以 更 加 简便 地 实现 降 次 的 目的 。 关 于 上 述 变 换 式 
yi(i 二 1,2,…,6) 为 根 的 方程 为 


6 
TLo-» =0 (16) 
¿=1 


因为 % =—Y1 1 = mn ,ys 二 一 yz， 由 此 可 见 y, ya 
和 y。 为 独立 变换 式 , 所 以 方程 (16) 可 简化 为 


3 
TI’? -—»%) =0 (17) 
i=1 


利用 下 面 四 次 方程 的 韦 达 定理 : 


b 
atata+a=- a 


a ts u +9 +9 +0 = = = の 
a. 用 ここ 

Xp Hy 十 ri 十 Yi rs ば 。 十 Rad 一 一 ーー 

e 
Ly Mg Ra = —~ — Ot 

a 

(18) 

通过 计算 可 以 得 到 ， 


vit +55 = 341-8 
YY YY + Y 
(19) 

=3q—-l6qgia+16¢+16q qs 一 64g, 

HY = (ghgg +893)’ 
于 是 原 四 次 方程 (14) 的 根 便 可 先 通过 求解 三 次 方程 
(17) ,然后 再 由 方程 (15) 求 得 。 上 述 先 利用 原 ”次 方 
程 所 有 根 与 n 次 所 有 单位 根 构造 变换 式 的 方法 是 拉 
格 朗 日 (Lagrange) 首 先 采 用 的 ,似乎 可 以 推广 成 为 一 


种 求解 任意 次 方程 根 的 方法 。 是 否 果真 如 此 呢 ? 

拉 格 朗 日 采用 上 述 方法 尝试 求解 五 次 方程 ,但 是 失 
败 了 。 因 为 仿照 上 述 方法 所 得 的 一 组 完整 变换 式 ,其 独 
立 变 换 式 个 数 不 像 上 述 三 次 .四 次 方程 那样 减少 了 ,而 是 
增多 了 。 这 使 拉 格 朗 日 意识 到 五 次 及 其 更 高 次 方程 的 根 
可 能 是 无 法 用 根 式 表达 出 来 的 。 我 们 不 妨 再 分 析 一 下 拉 
格 朗 日 求解 方法 的 过 程 ,来 更 好 地 理解 这 一 不 可 能 1 


假设 高 次 方程 > a,x) = 0 ta, = 1 解 的 根 


式 表 送 式 存 在 . 即 ん (4・g2 ++ ad). 根 据 下面 ヵ 
次 方程 的 韦 达 定理 : 


a デー >) 2; 
i=1 
7 
An: = > の の) 
1<i<j<n 
A 
a, = =D"]| x; (20) 
i=1 


可 以 知道 ,方程 系数 又 可 以 通过 方程 所 有 根 的 对 称 表 
达 式 表达 出 来 ,因此 方程 根 表 达 式 x, 二 ff (ai sa», 
a,) 对 于 方程 所 有 根 {xi,xs，…,x,} 的 任何 一 个 置换 ， 
譬如 将 {zi ,xz，… ER xe ,x1，… AM 
达 式 不 变 。 这 种 根 置 换 表达 式 不 变 ,反映 了 根 表达 式 
的 对 称 性 。 这 种 对 称 性 或 许 是 高 次 方程 根 表 达 式 的 
一 个 本 质 特 征 。 这 是 从 根 表达 式 观察 所 看 到 的 结论 。 
再 从 求解 过 程 角度 来 看 ,其 解 是 多 次 髓 套 对 正常 数 开 
AS ls ”的 过 程 。 我 们 知道 , 开 根 号 所 得 的 全 体 单位 


根 均 匀 分 布 于 圆周 。 这 或 许 是 开 根 号 所 得 所 有 根 的 
一 个 本 质 特征 。 这 个 开 根 号 所 得 所 有 根 的 圆周 均匀 
分 布 特征 ,显然 与 根 表达 式 置 换 不 变 特征 很 不 一 样 ， 
虽然 目前 我 们 无 法 具体 准确 地 说 出 怎么 不 一 样 。 后 
面 我 们 可 以 看 到 , 正 是 基于 此 ,法 国 年 轻 的 数学 家 伯 
罗 瓦 (Galois) 创 建 了 群 论 ,清晰 有 力 地 证 明 五 次 及 更 
高 次 方程 的 根 表达 式 不 存在 。 

如 何 才 能 用 严格 清晰 的 语言 ,把 开 根 号 所 得 所 有 
根 的 圆周 均匀 分 布 特征 与 根 表达 式 置 换 不 变 特征 的 
根本 不 同 说 清楚 呢 ? 我 们 还 是 先 分 析 一 下 开 根 号 的 
作用 与 意义 。 

一 般 说 来 ,我 们 讨论 的 高 次 方程 ,每 一 项 的 系数 
都 是 有 理 数 。 系 数 相互 之 间 的 加 、 减 , 乘 、 除 运算 还 是 
有 理 数 。 可 是 ,系数 一 旦 开 根 号 ,情况 就 不 一 样 了 。 
如 果 被 开 根 号 数 不 是 某 一 有 理 数 的 整 次 方 ,那么 开 根 
号 就 会 产生 不 属于 有 理 数 域 的 无 理 数 。 由 此 可 见 , 开 
RSPAS RWW. BRIAR SS 
如 井 二 次 方 根 、 三 次 方 根 , 甚 全 ヵ 次 根 号 . が 大 的 数 系 
范围 一 般 也 都 是 不 一 样 的 ,这 就 需要 研究 ,如 何 给 出 
准确 定义 以 及 加 入 不 同方 根 后 数 系 之 间 的 联系 。 第 2 
章 将 讨论 、 研 究 这 个 内 容 。 

通过 上 面 的 分 析 还 可 知道 , 根 置 换 的 对 称 不 变性 
是 刻画 扩大 的 数 系 特征 的 一 个 重要 观察 角度 。 第 3 
章 将 研究 如 何 准 确 地 描述 根 置 换 对 称 不 变性 ,以 便 说 
清楚 开 根 号 所 得 所 有 根 的 圆周 均匀 分 布 特征 ,与 依据 
韦 达 定理 得 到 的 根 表 达 式 置换 不 变 特征 的 根本 不 同 。 


YI 


REBRABAMRB NK KETSA) BE 
数 笔 , 就 勾画 出 一 个 酒 脱 放 达 的 诗 仙 形 象 。 后 人 称 其 
为 “ 减 笔画 ”"。 用 理工 科 眼 光 来 看 ,绘画 大 师 梁 楷 之 所 
以 能 成 为 中 国 水 墨 写意 画 的 开山 祖师 ,在 于 他 发 现 了 
一 个 基本 的 事实 ,并 充分 加 以 利用 。 这 个 基本 事实 就 
是 : 表现 一 个 人 的 神采 ,只 需要 表现 极 少 的 关键 部 分 
就 可 以 了 , 壁 如 胡须 、 体 态 、 步 伐 ,其 他 都 是 多 余 的 。 
这 和 和 群 论 创造 异曲同工 。 
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域 


由 第 1 章 分 析 可 知 ,求解 高 次 方程 的 过 程 是 一 个 不 
通过 开 根 号 来 扩大 数 集 范围 的 过 程 。 为 了 说 清楚 这 个 
过 程 ,首先 需要 说 清楚 我 们 所 要 研究 的 数 集 特征 ; 其 次 
要 研究 数 集 的 大 小 范围 ,以 及 不 同 大 小 数 集 间 的 关系 。 
数 集 是 一 个 由 一 系列 数 构 成 的 集合 。 那 么 ,是 否 
任何 一 个 数 集 都 是 我 们 的 研究 对 象 呢 ?或 者 说 ,我 们 
否 把 任何 一 个 数 集 都 看 成 是 一 样 的 呢 ? 显然 不 是 。 
我 们 需要 分 门 别 类 ,找到 具有 共同 属性 的 数 集 重 点 研 
究 。 这 个 属性 就 是 , 数 集中 的 数 经 过 加 、 减 、 乘 、 除 之 
后 仍 在 此 数 集中 。 换 言 之 ,这 个 数 集 对 于 加 RER 
运算 是 封闭 的 。 我 们 把 这 样 的 数 集 称 为 一 个 数 域 。 有 
理 数 集 .实数 集 、 复 数 集 都 是 数 域 ,分 别称 为 有 理 数 域 、 
实数 域 和 复数 域 , 记 为 Q.R 和 C。 整 数 集 就 不 是 一 
域 ,因为 两 个 整数 相 除 ,结果 极 有 可 能 不 是 整数 。 
结合 到 高 次 方程 求解 过 程 来 看 ,实际 上 我 们 真正 
感 兴趣 的 是 : 高 次 方程 有 理 系 数 加 上 有 理 数 开 根 号 
构成 的 数 集 。 那 么 ,这 样 的 数 集 是 数 域 吗 ? 举例 来 
说 ,有 理 数 加 上 V2 构成 的 数 集 是 数 域 吗 ? 答案 是 肯 
定 的 。 因 为 可 以 证 明 。 十 672 (a,b 都 是 有 理 数 ) 型 数 ， 
过 加 \ 减 、 乘 \ 除 运算 仍 是 a 十 5V2 型 数 。 有 理 数 加 
上 V2 构成 的 数 集 还 是 数 域 吗 ? 答案 是 否定 的 。 因 为 
可 以 验证 a 十 5 V2 型 数 相 乘 结果 就 不 是 a +b V2 型 数 。 
譬如 : (1 十 V2)(2 十 V2) 二 2 十 3V2 十 V4。 因 此 ,有 理 
数 加 上 V2 构成 的 数 集 不 是 数 域 ,还 需 加 上 VY4, 才 构成 
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数 域 。 因 为 a 十 5 V2 十 c 4 BMA IM MR BS 
算 的 结果 一 定 还 是 ato V2 十 c V4 型 数 。 

由 此 引出 两 个 问题 有 理 数 应 该 怎样 加 入 开 
根 号 数 ,才能 保证 扩充 的 数 集 是 一 个 数 域 ; @ 扩 充 的 
数 域 应 该 如 何 刻画 其 范围 。 


一 、 单 代数 扩 域 结构 定理 


对 于 第 一 个 问题 ,又 可 细 分 为 两 个 小 问题 : 四 应 
该 至 少 加 入 多 少 个 开 根 号 数 才能 构成 数 域 ; OMA 
不 同 开 根 号 数 之 后 数 域 之 间 有 怎样 的 关系 。 一 般 开 
根 号 数 都 是 一 个 多 项 式 方 程 的 根 。 不 难 猜测 ,加 入 的 
开 根 号 数 数目 应 该 与 其 满足 的 多 项 式 方 程 的 次 数 有 
关 。 可 以 证 明 如 下 定理 : 如 果 某 个 开 根 号 数 a 满足 的 
数 域 民 上 最 小 多 项 式 方 程 fa) =0 的 次 数 是 2” 那么 
还 需要 加 入 "一 1 个 数 , 才 能 保证 扩 集 已 是 一 个 数 域 ; 
而 且 这 n— 1 个 数 分 别 是 wo ,ao 。 这 7 一 1 个 
数 ,再 加 上 原 数 域 下 的 单元 1, 便 称 为 E 的 扩 域 基 。 
送 里 数 域 び 上 最小 多項式 方 程 げ (z) 三 0 表示 f(x) 是 
系数 属于 下 的 不 可 约 多 项 式 。 这 个 扩 集 巨 称 为 下 的 
n 次 扩 域 , 记 为 LE:F] 二 n。 这 个 数 域 中 的 数 可 以 统一 


表示 成 > als 其 中 a 属于 数 域 亡 。 我 们 把 这 个 定理 


称 为 单 代 数 扩 域 结构 定理 。 它 清晰 地 告诉 我 们 有 理 
数 应 该 怎样 扩充 ,才能 保证 扩充 后 的 数 集 是 一 个 数 
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域 。 为 形象 起 见 ,这 个 定理 可 由 图 1 表示 。 


E(a), a 是 不 可 约 n 次 多 项 式 方程 的 根 
F 
Ea) 
! 
0 


图 1 单 代数 扩 域 结构 定理 示意 图 


为 了 便于 理解 ,下 面 简 述 单 代数 扩 域 结构 定理 的 
证 明 , 严 格 证 明 可 参看 文献 "。 不 妨 假 设 a 是 次 多 
项 式 方程 p(x) 一 0 的 根 。 很 明显 形 如 SY gg 的 两 
个 数 相 加 或 相 减 一 定 还 是 这 样 的 数 .下 面 考察 两 个 形 
如 这 样 的 数 相 乘 , 不 妨 设 相 乘 结果 为 /(a) ,可 表示 成 
f(a) = g(a)p(l(a) 十 r(a), 这 里 xr(a) Y aa 型 
IB pla) 一 0, 所 以 fa) 一 100) ,这 就 证 明了 两 个 
110) aa! MEHR RIES) aa: 型 数 .再 看 
BAD) ua: BESO 与 g(a) 相 除 .这 里 g(a) 40,18 
为 pl) 是 a 所 满足 的 最 小 多 项 式 ,所 以 p(x) 一 定 是 


不 可 约 的 , 故 g(x) 与 p(x) 互 素 ,根据 轧 转 相 除法 ,一 
定 存在 ular) 和 w(x) ,满足 g(Cz)x(Cz) + pla)vula) = 


* 徐 诚 浩 .古典 数学 难题 与 伽 罗 瓦 理论 [MJj. 哈尔滨 : 哈尔滨 
工业 大 学 出 版 社 ,2012. 


1. LW pla) = 0, FFD Ts = ula) JERE Fl) Bela) 


相 除 就 变 成 f(a) 与 (a) MIE. ILA BIBI Y aa’ 


型 数 f(a) 与 gla) 相 除 ,也 一 定 是 立 aa 型 数 。 

由 上 证 明 可 知 : 单 代数 扩 域 的 结构 是 由 扩 域 基 
为 多 项 式 之 根 这 个 本 质 所 决定 的 。 这 个 结构 很 重要 ， 
深刻 刻画 了 单 代 数 扩 域 的 特征 。 

有 了 这 个 单 代 数 扩 域 结构 定理 ,第 二 个 问题 也 不 
难 回 答 了 。 根 据 上 述 扩 充 数 域 的 统一 表达 式 


Saa TUVO: 此 数 域 是 由 个 基 组 成 的 ,这 个 
基 分 别 是 1,c,oe ,sar 因此 可 称 此 数 域 是 次 扩 
域 ,由 此 推广 可 以 给 出 一 个 更 广义 的 说 法 A 
下 扩充 到 数 域 下 ,如 果 对 于 巨 中 任意 一 个 数 e ,都 可 唯 
一 表示 成 a 一 》) aa, Mtra, 是 数 域 F 中 的 数 ,那么 
fis EMI fn DBE sex sas ve sn, 是 其 个 基 这 个 说 
法 让 我 们 更 便于 用 线性 代数 工具 分 析 扩 域 问题 。 


二 、 分 裂 域 属性 定理 


上 面 讨论 的 是 ,如 何 利用 多 项 式 方程 的 一 个 根 ， 
将 原 多 项 式 数 域 扩充 成 一 个 新 数 域 。 下 面 要 研究 如 
何 扩 充 得 到 一 个 扩 域 包含 多 项 式 方程 的 所 有 根 。 这 
是 我 们 要 重点 研究 的 一 个 扩 域 ,为 此 我 们 给 这 个 扩 域 
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起 了 个 名 字 , 称 为 该 方程 的 分 裂 域 。 下 面 将 从 两 个 角 
度 来 研究 这 个 分 裂 域 。 本 章 从 数 域 扩充 过 程 来 研究 ， 
第 3 章 将 从 对 称 性 来 研究 。 首 先 , 我 们 要 回答 一 个 问 
题 从 多 项 式 方程 一 个 根 扩充 而 成 的 数 域 是否 能 包 
括 该 方程 的 所 有 根 ? 如 果 能 包括 ,那么 问题 就 已 经 解 
决 了 。 实 际 情况 是 不 能 包括 。 以 方程 x 一 2 二 0 为 例 ， 
2 是 它 的 一 个 根 。 我 们 知道 由 它 扩 充 而 成 的 数 域 ,是 
一 个 由 1.2 和 WI 为 基 的 有 理 数 三 次 扩 域 。 显 然 ,这 
个 三 次 扩 域 不 包括 方程 的 另外 两 个 根 w V2 Filo? 2 。 
所 以 ,该 方程 的 分 裂 域 不 仅 包含 由 V2 扩充 而 成 的 三 次 


数 域 , 还 包含 另外 两 个 根 wy2 Alo? (2 扩充 而 成 的 三 
次 数 域 ,应 该 是 这 三 个 扩 域 的 并 集 。 那 么 这 个 并 集 的 
次 数 , 即 该 方程 分 裂 域 次 数 ,是 多 少 呢 ?是 这 三 个 扩 
域 次 数 之 和 9 吗 ? 可 以 验证 不 是 ,因为 不 同根 扩充 而 
成 的 数 域 有 交集 ,并 非 完全 独立 。 可 以 验证 包含 该 方 
程 所 有 根 的 最 小 扩 域 应 该 是 以 1,2 WE、w 2 、g 2 
和 w V4 为 基 的 有 理 数 六 次 扩 域 。 由 此 看 来 ,包含 多 项 
式 所 有 根 的 分 裂 域 可 由 其 所 有 根 分 别 扩充 而 成 的 数 
域 并 集 而 成 ,但 是 这 个 分 裂 域 的 次 数 ,并 不 是 每 个 根 
独立 扩充 而 成 的 数 域 次 数 之 和 ,而 是 需要 针对 具体 方 
程 做 具体 研究 。 

既然 方程 的 分 裂 域 是 由 每 个 根 独 立 扩充 而 成 的 
扩 域 并 集 ,那么 就 需要 研究 这 些 由 每 个 根 独 立 扩 充 而 
成 的 扩 域 之 间 有 何 关系 。 不 难看 到 ,它们 有 着 相同 的 
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结构 ,都 可 表示 成 3 aa’, KH 。 表 示 ヵ 次 多項式 方 
程 的 一 个 根 。 也 就 是 说 每 个 根 独立 扩充 而 成 的 扩 域 
之 间 可 以 建立 一 一 对 应 的 关系 ,我 们 把 这 种 关系 称 为 
同 构 关系 。 这 个 特点 使 我 们 看 清楚 下 面 一 个 很 关键 
的 分 裂 域 属性 定理 : 如 果 数 域 FLY A AS st 
Ti FB g(x) =0 的 一 个 根 在 7(x)0 的 分 裂 域 中 ,那么 
方 程 g(x) 三 0 的 所 有 根 都 应 该 在 此 分 裂 域 中 。 这 个 
定理 可 以 这 样 理解 : 如 图 2 所 示 , 假 设 f(x) =0 的 所 
BRA a ,as ,… ,a, ,该 方程 的 分 裂 域 可 表示 为 E= 
F(a ,az，…,Q,)。 现 有 另 一 个 方程 g(x) 二 0 的 一 个 根 
afEE HB g(a) 三 0 任意 另外 一 个 根 。 我 们 分 别 
考虑 a MBE LWP MEA EN). AWN a 属于 
已 ,所 以 其 扩 域 EC) — HR ELK EAR F ECS). 
又 因为 Pe) 和 ERRATA go =0 根 的 扩 域 ,由 
前 面 分 析 可 知 它们 同 构 , 扩 域 次 数 一 定 相等 。 所 以 
开 王 已 (8) 。 这 个 证 明 的 本 质 是 说 : 如 果 一 个 域 在 扩 域 
后 与 原 域 同 构 , 那 么 扩 域 与 原 域 实际 上 是 一 样 的 。 


ee AA A A) 


a 在 E 上 的 扩 域 I 上 在 E 上 的 扩 域 


| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 同 构 

| ==>) E(B) 
| E 包 含 于 E() 
| 

| 

| 

| 


图 2 分 裂 域 属性 定理 论证 示意 图 
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分 裂 域 属性 定理 表明 了 不 同 的 分 裂 域 没 有 交集 ， 
它们 是 独立 的 、 完 整 的 ,这 很 重要 。 为 了 强调 这 种 属 
性 的 重要 性 ,我 们 把 具有 这 种 属性 的 扩 域 称 为 正规 扩 
域 。 特 别 值得 提 及 的 是 : 我 们 将 这 种 属性 用 于 分 析 多 
项 式 方 程 多 次 开 根 号 扩 域 求解 的 过 程 , 发 现 每 次 开 根 号 
扩 域 都 是 正规 扩 域 ,这 样 复 杂 的 多 次 开 根 号 求解 过 程 分 
析 从 某 种 意义 上 说 就 可 简化 成 单独 每 次 开 根 号 的 扩 域 
分 析 。 为 了 纪念 法 国 数学 家 伽 罗 瓦 在 方程 扩 域 研究 方 
面 的 开创 性 工作 ,将 有 限 次 正规 扩 域 称 为 伽 罗 瓦 扩 域 。 


三 、 单 代数 扩 域 定理 


由 以 上 分 析 可 知 ,一 个 多 项 式 方 程 的 分 裂 域 往往 
不 能 由 它 的 一 个 根 扩 域 而 成 ,而 是 由 多 个 根 的 扩 域 并 
集 而 成 。 一 个 自然 的 问题 是 : 能 否 找到 一 个 数 ,等 效 
这 多 个 根 , 唯 一 地 由 此 数 扩 域 而 得 到 方程 的 分 裂 域 ? 
如 果 能 ,那么 多 项 式 方 程 分 裂 域 的 表述 和 研究 都 会 简 
单方 便 得 多 。 回 答 是 肯定 的 。 不 妨 假设 Ra 是 方 
Be FCO = 0 的 两 个 不 同 的 根 , 由 此 二 根 将 原 数 域 下 扩 
HI E=F(a as )。 可 以 证 明 : 如果 0=a, +1/2a, ‚AR 
AFO)=Fla ,o)。 这 个 结论 可 以 这 样 理解 : 考虑 系数 
在 域 F(CO) 中 的 多 项 式 A(x) = f(O-1/22) . AW ha.) = 
fCO-1/2a) = fla) =0,hla)= f(O—1/2a,) = f(1/ 
2a a AO A f(x) 与 h(x) 有 且 只 有 一 个 公共 
根 a, ,也 就 是 说 f(x) 与 h(x) 在 域 F(0) 上 的 最 大 公 因 
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FA xan. FRA AE PS AS A KZ A 
RFS AA BRIER FG MORO RTE EN A a 属于 
域 F(O) 。 又 因为 a, =0—1/20, , 故 wm 也 属于 域 F(O)， 
由 此 得 出 FOO) = Fla ,as)。 综 上 所 述 , 我 们 可 以 得 到 
一 个 很 重要 的 结论 : 任意 一 个 多 项 式 f(x) 在 域 玉 上 
的 分 裂 域 都 可 以 由 一 个 a 数 扩 域 而 成 , 即 都 是 单 代 数 
扩 域 。 我 们 把 这 个 结论 称 为 单 代 数 扩 域 定理 。 

由 此 可 见 , 一 个 nn 次 多 项 式 方程 的 根 a, 昌 然 其 究 
次 方 可 构成 一 个 扩 域 ,但 未 必 是 此 多 项 式 方程 的 分 裂 
域 。 分 裂 域 应 该 是 此 多 项 式 所 有 根 的 究 次 方 扩 域 的 
并 集 。 虽 然 分 裂 域 不 能 由 此 多 项 式 的 一 个 根 的 窜 次 
方 扩 域 构成 ,但 是 我 们 一 定 可 以 找到 另外 一 个 多 项 
式 , 它 的 根 的 究 次 方 扩 域 可 形成 原 多 项 式 的 分 裂 域 。 
此 单 代 数 扩 域 定理 如 图 3 所 示 。 


Ko) | Flo) | Fa») F(a) 
= 
a) 
(a) (b) 


图 3 单 代数 扩 域 定理 示意 图 
(a) al rags san 是 数 域 上 多 项 式 方程 FCz) 一 0 Wn THEE 
分 裂 域 可 由 每 个 根 的 单 代 数 扩 域 并 集 而 成 ;(b) 总 能 找到 一 个 
a, 是 数 域 政 上 另 一 个 多 项 式 方程 g(x) 二 0 的 一 个 根 ,图 (a) 所 示 
分 裂 域 为 此 根 的 单 代数 扩 域 
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这 是 南宋 绘画 大 师 梁 楷 的 《泼墨 仙人 图 》, 展 示 了 
其 “ 减 笔画 ”之 后 的 新 发 现 : 用 泼墨 比 用 线条 更 能 展 
示 仙 人 的 醉 态 。 
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第 2 章 主 要 从 方程 求解 过 程 去 研究 多 项 式 分 裂 
域 的 结构 和 属性 ,本 章 将 从 另 一 个 角度 去 研究 多 项 式 
分 裂 域 的 特征 。 这 个 角度 就 是 对 称 性 。 由 第 1 章 分 
析 可 以 知道 : 一 方面 , 根 式 表 达 式 对 于 所 有 根 的 任何 
一 个 置换 ,其 根 表达 式 不 变 ; 另 一 方面 , 开 根 号 求解 
所 得 的 全 体 根 均匀 分 布 于 圆周 。 这 是 方程 根 表达 式 
在 对 称 性 方面 的 两 个 要 求 。 这 两 个 要 求 很 明显 是 不 
一 样 的 ,但 是 要 清晰 地 论证 这 两 个 要 求 的 不 同 , 也 并 
非 一 件 易 事 。 

要 论证 清楚 二 者 的 不 同 , 需 要 新 的 数学 。 数 学 的 
强 有 力 在 于 清晰 的 定义 和 运算 规则 的 运用 。 因 此 , 首 
先 要 定义 清楚 我 们 要 研究 的 对 象 。 由 以 上 分 析 可 知 ， 
我 们 的 研究 对 象 是 方程 根 的 置换 。 高 次 方程 根 的 置 
换 有 很 多 ,它们 形成 一 个 集合 G, 根 的 每 个 置换 是 集 
合 中 的 一 个 元 素 。 为 了 深入 研究 这 个 集合 ,我 们 需要 
定义 元 素 之 间 的 运算 及 其 规则 。 这 里 先 只 定义 一 种 
运算 “。”, 称 为 “ 乘 ”, 这 种 运算 满足 以 下 条 件 : OH 
闭 性 ,集合 中 任意 两 个 元 素 运算 结果 唯一 且 仍 是 集合 
中 的 元 素 ; @ 结 合 律 ,对 于 集合 中 的 任意 三 个 元 素 a, 
b 和 c, 有 a*(b，c) 二 (a*05)。，c; 图 单位 元 ,集合 中 
存在 元素 e, 对 于 集合 中 的 任意 元 素 a. WA as e=es 
a=a; 田 逆 元 ,对 于 集合 中 任意 元 素 a, 集 合 中 一 定 存 
在 元 素 0, 使 beb- ame, HAMMER ARES G 称 为 
关于 运算 “。 ”的 群 。 壁 如 三 个 根 置换 构成 的 集合 S; 二 
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{01 ,02,03,01,05,0)> EH Fo 代表 置换 (1,2,3) 一 
(1,2,3) ,os 代表 置换 (1,2,3) 一 (2,3,1) ,os 代表 置换 
(1,2,3)>(3,1,2),0, 代表 置换 (1,2,3) 一 (1,3,2) ,os 
代表 置换 (1,2,3) 一 (3,2,1),os 代表 置换 (1,2,3) 一 
(2,1,3)。 显 然 o 是 单位 变换 。 可 以 验证 任意 两 个 变 
换 相 乘 ( 即 连续 变换 ) 定 为 其 中 某 一 变换 。 璧 如 mm » 
ge =02 +0, +00. AEM STERNE 
如 o HI AE Bea FE 0, ,os 的 逆 变 换 就 是 其 自身 04, 故 
S 构成 一 个 群 。 这 里 需要 特别 提 及 的 是 ,置换 群 中 
的 运算 是 不 可 交换 的 。 璧 如 oo, = (3,2,1),o0; = 
(21,3) ,显然 mm 天 co 。 我 们 把 这 种 运算 不 可 交换 
的 群 称 为 非 交 换 群 ; 反之 , 称 为 交换 群 。 后 面 我 们 会 
看 到 ,一 个 群 能 否 交 换 是 一 种 本 质 属性 ,在 证 明 高 次 
方程 解 不 可 根 式 表 达 中 ,发 挥 了 关键 性 作用 。 

下 面 我 们 来 研究 群 的 结构 。 我 们 知道 群 G 是 一 
个 关于 某 种 运算 的 集合 。 如 果 G 中 有 个 元 素 , 那 么 
我 们 就 称 G An 阶 群 。 一 个 集合 一 般 都 有 子 集 An 
果 这 个 子 集 及 关于 所 定义 的 运算 也 成 群 ,那么 
FH 就 是 G 的 一 个 子 群 。 将 子 群 整体 和 群 元 素 之 
间 做 运算 可 以 形成 一 个 以 子 群 为 元 素 的 集合 。 为 了 
准确 ,可 以 这 样 定义 : 任 取 群 G 中 元 素 a, 将 a AHH 
所 得 的 aH RAMA H EG 中 的 一 个 左 陪 集 ; 将 a 
ARH 所 得 的 Ha 集合 称 为 及 在 G 中 的 一 个 右 陪 
集 。 如 果 a 二 Ha, 那么 我 们 就 称 HEG 的 正規 子 
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群 , 此 时 可 把 所 有 左 陪 集 ( 或 者 右 陪 集 ) 组 成 的 集合 定 
义 为 群 GROUT H 所 得 的 商 群 , 记 为 G/ 互 。 在 商 
群 中 两 个 陪 集 相 乘 定 义 为 : (aH) (bH) =(abH). & 
如 ,我 们 知道 整数 Z 是 一 个 关于 加 法 运算 的 群 ,偶数 
已 是 其 一 个 子 群 ,那么 它们 的 商 群 就 是 由 两 个 元 素 组 
成 的 集合 ,其 中 一 个 元 素 是 所 有 偶数 组 成 的 集合 ， 

一 元 素 就 是 所 有 奇数 组 成 的 集合 。 由 此 可 见 , 商 群 中 
的 元 素 和 原 群 中 的 元 素 属 性 是 不 同 的 , 原 群 中 的 元 素 
就 是 数 , 而 商 群 中 的 元 素 则 是 数 的 集合 。 但 是 ,如 果 
我 们 根本 就 不 关心 群 元 素 的 具体 含义 ,只 关注 群 元 素 
这 个 抽象 意义 ,那么 偶数 集 就 可 以 用 "0? 表 示 ,奇数 集 
用 “1” 表 示 , 这 样 商 群 就 可 认为 是 群集 {0,1)。 根 据 群 
和 商 群 定义 ,不 难得 到 下 面 拉 格 朗 日 定理 : WR Ae 
m 阶 群 ,那么 m VER». RB n/m HAH LEG 的 
指数 。 这 个 关系 可 以 这 么 理解 : 设 H= {ai,as,…， 
an} ,那么 H 的 任何 一 个 左 陪 集 可 表示 为 aH = laa , 
aa,» saam},aEG。 如 果 此 左 陪 集中 有 两 个 元 素 相 
同 , 壁 如 aa; 二 aaj ,那么 两 边 同 乘 a ,就 会 得 到 a, = 
ajo 所 以 左 随 集 aH 中 任意 两 个 元 素 都 不 相同 , 故 左 
Bi aH km 阶 群 ; 又 因为 如 果 两 个 不 同 的 左 陪 集 
a+ H Alb + HEBER MA HH B/D FE ICRA, 
和 hs earch =beh,.Prba=beh, + hi'=b+ 
hheHFMN- TER. LABUWAAR 五 ,得 
a* H=b+h: H=b: HH, imei GW RAF 
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个 没有 交集 的 左 陪 集 ( 或 右 陪 集 ) 之 并 ,每 个 左 陪 集 
(或 右 陪 集 ) 含 m 个 元 素 。 拉 格 朗 日 定理 表明 : 虽然 
我 们 关于 “ 群 ”* 的 定义 看 似 很 简单 ,但 很 不 平凡 ,有 着 
深刻 的 内 涵 。 

群 是 一 个 集合 ,在 此 集合 上 定义 了 一 种 运算 ,而 
且 集 合 关于 运算 是 封闭 的 。 这 里 的 元 素 可 以 是 不 同 
的 对 象 ,这 里 的 运算 也 可 以 有 不 同 的 定义 ,只 要 符合 
群 的 条 件 , 都 可 以 作为 群 来 统一 研究 。 也 就 是 说 , 虽 
然 很 多 系统 形式 上 很 不 相同 ,但 在 群 的 观点 下 都 是 一 
样 的 。 为 了 用 这 种 观点 研究 问题 ,我 们 引入 同 构 的 概 
念 。 记 : p 是 群 G 到 G 的 映射 ,如 果 它 满足 条 件 
(ab)? =a? Ya:OEG, 那 么 p 是 群 G 到 G 的 同 态 映 
射 。 如 果 同 态 映 射 p 又 是 单 射 , 则 称 为 同 构 映射 。 如 
果 群 G 到 G 的 映射 是 同 态 满 射 (或 同 构 满 射 ) ,那么 就 
PK GAG 是 同 态 的 (或 同 构 的 )。 同 态 满 射 必 把 单位 
元 e 变 为 单位 元 e, 逆 元 变 为 道 元 。 因 为 对 于 任意 ac 
G, 有 ea 一 ae 一 4 考虑 在 同 态 映射 下 的 像 , 就 有 era* 一 
are* 一 0 。 因 为 o 是 满 射 ,所 以 e? 必 是 G 的 単位 元 。 
同 理 , 若 ヵ 是 2 NMC. ab=ba=e, FIRE p 
下 的 像 ,就 有 a?b? 一 bra* 一 ez ,因此 az 和 0? 互 道 。 常 表 
示 为 (ao 1)* 一 (ao*)-:。 根 据 同 态 和 同 构 映 射 定 义 , 我 
们 可 得 到 下 面 的 同 态 定理 。 同 态 定理 有 两 部 分 内 容 。 
第 一 部 分 表述 群 G 和 它 的 商 群 G/ 瓦 之 间 的 对 应 关 
系 , 具 体 可 表述 为 : 如果 A KG 的 正规 子 群 ,那么 群 
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G 到 商 群 G/H 必 是 同 态 映射 。 这 可 以 这 样 理解 : 
Va,bEG, 在 商 群 中 的 映射 为 afH AIDH, Mm ab 在 商 
群 中 的 映射 为 ap 互 ,因为 在 商 群 中 我 们 有 定义 : (aH) + 
(6H) = (abH), Pr UL #E G 到 商 群 G/H DER A iis 
St, OB Mp Fe AY HE 0 fa 0 A) 50 44 G 到 
G 变 成 同 构 满 射 。 人 们 发 现 了 一 个 关键 的 正规 子 群 
K, 原 群 G 与 此 正规 子 群 K 的 商 群 G/K 与 G 同 构 。 
此 正规 子 群 K 具体 可 表述 为 : 设 p 是 群 G 到 G 的 映 
射 ,ce 是 G 的 单位 元 , 则 e 在 p 下 的 原 像 全 体 K= 
{kIkEG,k? 二 ee)。 一般 我 们 称 K 为 同 态 映射 9 的 
核 , 如 图 4 所 示 。 


图 4 同 态 映射 示意 图 
考虑 群 G 到 它 的 商 群 G/ 互 的 同 态 满 射 ,不 难 知 
道 此 映射 的 核 天 三 五, 因此 有 商 群 G/K=G/H. Hm 
步 可 以 证 明 : HK UG 的 正规 子 群 , 且 商 群 G/K 同 构 
FG, WWI A HR Bh ke OK, AF Chik) = 
好 如 二 2 ,所 以 kik, 属于 K; (hp)? = ADT =e ky! 
属 + KK 2G 的 子 群 。 对 于 VkEK,gEG, 有 
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(RER =(g?) + gt =e. HU K&B 
G 的 正規 子 群 。 任 取 a €G, ha’ =a. 4% E G/K HG 
的 映射 p” aKa Xx Ba =a*, HACabK)=(aK) 
(bK) , fii Vlab=(ab)* =a°b*=ab iho’ 是 同 态 满 射 。 
MAW aK=bKSb 1a€ KA (ba)? =e Sah =O 
去 一 ,所 以 gp 是 单 射 , 故 gp* 是 同 构 满 射 。 由 上 述 证 
明 可 以 看 到 ,抽象 出 同 态 映射 核 这 个 概念 是 理解 同 态 
定理 的 关键 。 让 我 们 再 次 感受 到 : 清晰 的 概念 与 简 
明 的 运算 是 数学 强 有 力 的 根本 。 
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杰出 画家 黄 宾 虹 一 生 都 在 探索 如 何 画 好 山 。 通 
过 临摹 、 观察、 实践 ,到 晚年 终于 发 现 用 积 墨 的 方法 能 
充分 展示 出 他 心中 的 山 。 这 种 笔墨 下 的 山 与 传统 的 
很 不 一 样 , 黄 宾 虹 大 师 将 其 概念 化 为 “浑厚 华 滋 ”。 这 
种 笔墨 下 的 山 有 着 新 意境 、 别 样 的 美 ,画面 极 富 视 沉 
mA LAR Sli oY SRE. 
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域 和 群 


第 3 章 我 们 构建 了 一 个 群 的 概念 ,其 目的 是 为 了 
研究 方程 根 的 置换 对 称 性 。 这 一 章 我 们 就 用 群 的 概 
念 来 具体 研究 由 方程 根 扩充 而 成 的 分 裂 域 特征 。 我 
们 知道 方程 分 裂 域 是 把 方程 系数 域 下 扩充 到 一 个 包 
含 方程 所 有 根 的 最 小 数 域 已 。 为 此 ,我 们 针对 分 裂 域 

一 个 特殊 的 集合 G。 这 个 集合 的 元 素 是 分 裂 域 
中 所 有 数 自身 的 同 构 满 射 , 这 个 满 射 必须 保证 方程 系 
数 域 下 中 数 不 变 。 用 数学 语言 来 定义 : G={olo€ 
AutE.a’=a,Va€ F} ,这 里 AutE RAE 中 数 的 同 构 
满 射 变换 , 记 为 G 二 Gal(E|F)。 容 易 验 证 这 个 集合 G 
构成 一 个 群 。 这 意味 着 我 们 可 以 用 群 的 观点 来 研究 
方程 根 的 置换 对 称 性 。 从 这 样 的 观点 来 研究 方程 根 
的 置换 对 称 性 是 伽 罗 瓦 的 发 明 , 为 此 我 们 把 这 个 群 称 
为 伽 罗 瓦 群 。 虽 然 这 个 定义 看 似 平凡, 但 实际 上 很 深 
刻 , 因 为 它 使 “对 称 性 ” 变 得 可 运算 ,而 且 蕴 含 了 数学 
中 最 基 本 、 最 重要 的 返 算 可逆 、 封 団 等 特 点 。 


一 、 群 域 等 数 关系 


前 述 各 章 已 强调 可 用 两 个 角度 来 分 析 多 项 式 方 
程 的 求解 过 程 : 一 个 是 数 域 不 断 扩大 的 过 程 , 即 域 角 
度 ; 一 个 是 从 所 得 解 的 置换 对 称 性 角度 , 即 群 角度 。 
这 两 个 角度 会 让 我 们 看 到 不 同 的 东西 。 但 要 获知 整 
体 , 需 要 建立 这 二 者 的 联系 。 

一 个 直接 的 关系 就 是 伽 罗 瓦 群 的 阶 数 和 方程 分 
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裂 域 的 扩 域 次 数 相 等 。 为 了 便于 叙述 ,我 们 把 此 关系 
称 为 群 域 等 数 关 系 。 这 个 关系 可 以 这 么 理解 : 设 多 
项 式 f(x) 在 下 上 的 分 裂 域 为 E, 扩 域 次 数 LE:Fj]==n。 
根据 单 代数 扩 域 定理 知 EE 中 必 存 在 a,E 中 元 素 都 可 


表示 成 S$) aa! Sha, 是 数 域 下 中 的 数 . 设 e 在 下 上 
的 最 小 多 项 式 是 g(x), 则 g(x) 是 n 次 不 可 约 多 项 式 。 
设 其 nn 个 根 为 a — 050 A MT FE RIGE NR a ， 


变换 0， Y aa! Y aa 是 EE 中 的 一 个 自 同 构 ,所 
DL oR FANS KREG. BN ana 两 两 互 异 , 所 
以 群 G 的 阶 数 不 小 于 。 另 一 方面 , 任 取 群 G 中 的 
一 个 变换 5, 因 为 此 变换 不 变 下 中 的 数 , 且 把 &(z) 的 
根 变 为 另 一 个 根 ,所 以 v 必 是 上 述 某 个 w 。 于 是 G= 
ta) ME EEE ALTE RE AB iR 
次 数 。 


MUROS IN 2 ELE 


我 们 在 第 1 章 就 已 指出 , 开 根 号 所 得 的 全 部 根 均 
匀 分 布 于 圆周 ,这 是 根 号 表达 式 的 一 个 重要 特征 。 下 
面 就 用 伽 罗 瓦 群 来 具体 表征 这 种 开 根 号 所 得 根 分 裂 
域 的 性 质 。 不 难 知 道 , 开 根 号 所 得 根 一 般 就 是 多 项 式 
Fama 的 根 。 其 分 裂 域 可 分 两 步 扩 域 形 成 : 第 
一 步 是 单元 多 项 式 x" 一 1 在 有 理 数 域 下 上 的 分 裂 域 
K ,第 二 步 是 方程 x*" 一 a 二 0 在 K 上 的 分 裂 域 。 我们 
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MET FE" —1=0 Won 4 RT RR Mw, = cosk0 + 
jsink0,0 一 证, 一 1,2,… sn, 它 们 是 单位 圆周 上 的 nt 


SAR. BAe, =o. Pr bho bk KA EF EYE blo, 
而 成 , 即 单 代数 扩 域 F(w )。 当 然 , 形 成 分 裂 域 KK 的 
添加 元 不 唯一 。 如 果 n 为 素数 , 则 及 个 添加 元 wi， 
分 裂 域 都 可 在 下 上 添加 wi 而 成 下 (ws) 。 这 种 情况 下 ， 
(MP PLE Gal (K/F) 元 素 就 是 变换 0:00, Bl 
此 是 一 个 nn 阶 群 。 我们 把 这 种 群 中 任意 元 素 都 是 群 
里 某 个 元 素 w 的 整数 方 款 的 群 称 为 由 w 生成 的 循环 
群 , 记 为 册 ,一 (ow) 。 不 仅 如 此 ,因为 单元 方程 根 均匀 分 
布 的 特点 ,使 得 这 个 群 的 元 素 所 表示 的 变换 ,只 是 单 
根 的 置换 ,不 是 所 有 根 的 置换 ,从 而 使 群 运算 可 交换 。 
这 很 容易 理解 : 设 群 中 有 两 个 变换 c: ww oy: w 一 
w ,那么 on: wo >a" ‚no: oe の >a" VA on= 9/0. 
这 看 似 平凡 ,但 是 本 质 所 在 。 开 根 号 所 得 全 部 根 均匀 
分 布 于 圆周 的 特点 ,已 被 强 有 力 地 表示 出 来 。 

上 面 讨论 的 是 n 为 素数 的 情况 。 如 果 nn 不是 素 
数 , 那 么 就 不 是 每 个 w 都 是 生成 元 。 不 难 理解 ,应 该 
有 gl) 个 生成 元 ,这 里 p(n) 是 欧 拉 函数 ,表示 与 nn 互 
素 的 、 不 大 于 nn 的 数 的 个 数 。 因 此 在 这 种 情况 下 , 伯 
罗 瓦 群 Gal(K/F) 就 同 构 于 U, =o 的 子 群 , 自 然 也 
是 循环 群 。 入 为 素数 一 样 ,最 终 分 裂 域 伽 罗 瓦 群 保 
持 着 群 运算 可 交换 这 个 本 质 特征 。 因 为 这 个 特征 很 
重要 ,我 们 将 具有 这 种 特征 的 群 称 为 交换 群 ,也 称 阿 
贝尔 群 ,以 纪念 阿 贝 尔 在 多 项 式 方程 研究 中 的 特殊 贡 
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献 。 阿 贝尔 是 首位 证 明 “ 高 于 四 次 的 代数 方程 不 能 
根 号 表示 ”的 挪威 数学 家 ,虽然 他 的 证 明 不 及 伽 罗 瓦 
的 清晰 、 有 力 。 

上 面 是 用 群 的 观点 研究 了 多 项 式 f(x) =2"—a 
分 裂 域 形 成 的 第 一 步 一 一 单元 多 项 式 x" 一 1 分 裂 域 的 
伽 罗 瓦 群 特征 。 下 面 接着 用 群 的 观点 来 完成 对 多 项 
RS) RW a 分裂 域 特征 的 研究 。 可 以 证 明 ， 
Gal(E/K) 必 是 mA, Am BEA iD min, IX 
可 以 这 么 理解 : dl ra , 则 /xz) 的 根 为 roryozr，…， 
wor。 因 为 woE 开 ,所 以 f(z) 分裂 域 玉 二 K(r)。 这 说 明 
EHER NK 上 的 自 同 构 是 由 > 的 像 唯一 确定 。 任 
取 o,rEG 二 Gal(E/K), 它 们 把 f(x) 的 根 变 为 根 , 即 
7 二 wir ,rr 二 wr。 由 wEK WA. 二 (wir)' 二 wir' 二 
or ZU Hr or 所 确定 的 映射 7: o>w ,是 G 到 
n 次 单位 根 群 U, 二 《4w) 的 同 态 映射 。 进一步, 由 wi 二 
War =r So=c 知 这 个 映射 是 单 射 , 所 以 G 同 构 于 循 
环 群 U, 的 某 个 子 群 ,所 以 G 一定 是 循环 群 , 且 mn 


三 、 一 般 伽 罗 瓦 域 和 群 的 关系 


有 了 上 述 关 于 群 和 域 的 一 些 理解 之 后 ,让 我 们 回 
到 本 书 的 核心 问题 ; n 次 多 项 式 方程 根 表达 式 是 否 存 
在 ? 从 域 的 扩充 角度 看 ,如 果 根 表达 式 存 在 ,其 扩 域 
及 其 相应 的 群 结构 是 非常 清晰 的 。 这 就 是 应 该 存在 
一 个 扩 域 序列 FR Cr SK, CK CK, CK, = 
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E, Pa — Ki HEN 4K, EM, AE 
Ki 中 定义 天 上 的 伽 罗 瓦 群 是 循环 群 , 如 图 5(Ca)、(b) 
所 示 。 从 群 角度 看 ,由 扩 域 序列 F= KOCK, © 
Ki ECK, ECK, E UEM — AE HO +++ 
H,> Hiv 2H,2H,4 0) RAH, =Gal(E/K;). E 
2H, =Gal(E/E)=1, 08 5(c) 所 示 。 依 据 韦 达 定 
理 ,我 们 知道 通用 意义 上 的 根 表达 式 对 于 个 根 {x1， 
Xoo ,Xs} 的 任何 一 个 置换 ,表达 式 不 变 ,换言之 , 包 
含 方程 所 有 根 的 数 域 ,对 于 {z ,xs，…,x,) 的 任何 一 
个 置换 {z aj ，… ,ZX JOR BG jose A 
的 一 个 置换 ) , 数 域 不 变 。 这 就 意味 着 : 由 方程 系数 
域 扩充 而 成 包含 方程 所 有 根 的 最 小 扩 域 , 即 方程 分 裂 
域 , 它 的 伽 罗 瓦 群 同 构 于 {x ,xs,，… ,x,) 的 置换 群 , 即 
{1,2,…,n} 的 置换 群 S, ,这 就 表明 态 , ==S,。 除 此 之 
外 ,关于 这 个 群 序列 ,我 们 无 法 直接 看 出 其 他 特征 了 。 
但 是 我 们 知道 伽 罗 瓦 群 Gal( Kii1/K;) 是 一 个 交换 群 ， 
因此 群 序列 瓦 ,二 … H>H DH,>H,,, 一 定 还 
有 其 他 特征 。 这 个 特征 也 许 在 建立 伽 罗 瓦 群 瓦 ,一 
GalCE/K,) 和 伽 罗 瓦 群 Gal(KVK,) 的 关系 之 后 才能 
显现 。 下 面 我 们 就 来 分 析 互 ;和 Gal Ki. /K RHA 
什么 关系 。 分 析 过 程 有 点 抽象 ,需要 一 点 耐心 。 若 觉 
得 困难 ,可 直接 跳 到 结论 ,结论 是 不 难 理解 的 。 
进一步 分 析 可 以 得 到 : 群 序列 H, > ++ H, 2 
刀 … 之 瓦 ,二 瑟 +: 中 ,后 一 个 群 是 前 一 个 群 的 正规 
子 群 。 这 可 以 这 样 理解 : WP Ka, PERSE, 
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G, ,1=Gal(E/K,) 表 征 
G, ,Gal(K, 1/K) m | 01 


G\=Gal(K,/F) レー 恒男 


H,=Gal(E/K,) Ka 


H,..=Gal(E/K;.) 


ba ee ce i i crm EEE ーー に ーー シー バー ドー ツー バー シード ーー ジー ツー ドー 


图 5 方程 求解 所 对 应 扩 域 序列 (a) 、 表 征 开 根 号 特征 的 
fm 27 BU FE Cb) ,以 及 表征 根 表达 式 的 伽 罗 瓦 群 之 间 
关系 的 示意 图 (c) 

設 を 在 尽 上 的 最小 多項式 渦 ヵ (>)、 此 数 在 万 中 的 任 
意 变换 了 下 ,一 定 仍 变 成 p(x) 的 根 。 又 因为 K;ii 是 
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K; 的 正规 扩 域 ,所 以 RC Kin. AN Rk Ki PER 
AB, TK, CK. BERRAF 7 my’, 
AK, Ka MK Ki UEKI = Kins 。 

PM RINKS Ha 的 左 陪 集 yA. WA 6 所 
示 , 为 了 便于 表述 ,我 们 将 K;i1 写 成 没有 交集 的 两 个 
AK; AIP MFR. ALA Hi, ={o|o€ AutE, Ki = 
K,,P1=P,}, fit Uy Hiss = (qa lo € AutE, (K)*= 
K;.(P)'=P!}. &o =yno FB qui ={o' lo € 
AutE,K? =K,,P?=P?}; B&H, WARE 7, 
AA PICK 4, ,所 以 Hi 9= {on|o€ AutE, (KI)? = 
K;,(P)°=P?}, 4 o = F RH. y= ilo lo € 
AutE, Kf = K,, P? = P?!}, PU pHi = His q) Ml 
万 .。」 是 万 , 的 正規 子 群 。 


マミ 


K"=KT=K, 


图 6 Hiti 是 有 H; 的 正规 子 群 理解 示意 图 


为 了 得 到 有 ;和 Gal(Kirn/K;) 之 间 的 关系 ,我 们 
首 先 建立 一 人 万 , 到 Gal( Ki/K;) 的 映射 关系 o;。 因 
AH; PAE RE R y MAKI = Ki.» NIE A 
如 下 映射 关系 o;: 就 是 将 PK, EY HA, = 
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Gal(E/K;) 祝 Kiss HK: EINS AE GalC Ki / 
KD. GRO THERME Bey, 和 ,都 有 
mn ATR KA oi; 是 同 态 满 射 。 把 同 
态 满 射 c 的 核 记 为 五 = 一 {7l7E H 9 EK PAT 
等 变换 } 。 不 难 知道 ,这 和 五;;1 的 定义 是 等 价 的 ,因此 
Hi 二 Hin。 再 由 第 3 章 的 同 态 定理 ,可 知 商 群 H;/ 
Hi E M3 E# Gal (K 41 /K 0 150149, (8 03 EE 
AER. HEAR A/A EIA AN 
结论 从 群 角 度 是 不 易 观 察 到 的 。 这 表明 建立 群 、 域 之 
间 的 对 应 关系 ,能 使 我 们 把 从 群 、 域 两 个 角度 观察 到 
的 事实 合 二 为 一 ,将 我 们 对 高 次 方程 求解 的 认识 提高 
到 一 个 新 的 层次 。 
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这 幅 画 是 印象 派 画 家 莫 奈 的 代表 作 之 一 。 在 此 
之 前 ,大 多 数 画家 所 描绘 的 是 静态 的 、 理 想 背 景 下 的 
人 和 景 。 这 幅 画 描绘 的 是 复杂 背景 下 阿 佛 尔 港口 日 
出 之 时 的 景色 。 这 里 呈现 的 景色 虽然 不 及 古典 绘画 
干净 清晰 ,但 更 接近 于 现实 。 或 者 说 ,古典 绘画 的 画 
面 更 多 地 呈现 田园 美 , 这 里 准确 地 呈现 出 工业 文明 的 
一 角 , 这 让 生活 在 工业 时 代 的 人 更 容易 产生 共鸣 ,这 
是 古典 绘画 技术 很 难 达 到 的 效果 ,而 这 种 效果 是 莫 奈 
发 明 的 光 、 影 技法 所 带 来 的 。 
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高 次 方程 不 可 根 式 
求解 的 理解 


前 面 几 章 引入 了 域 和 群 等 概念 ,讨论 了 它们 之 间 
的 联系 ,在 理解 了 这 些 知 识 之 后 , 便 可 解释 为 什么 一 
般 意 义 下 高 次 方程 没有 根 式 表达 式 了 。 第 1 章 中 我 
们 已 意识 到 , 从 根 表达 式 看 ,一 个 nn 次 方程 如 果 有 根 
表达 式 的 话 ,那么 这 个 根 表达 式 应 该 是 关于 所 有 根 的 
对 称 表达 式 。 这 是 因为 根据 韦 达 定理 ,多 项 式 每 一 项 
的 系数 都 可 由 关于 所 有 根 的 对 称 表达 式 表 达 出 来 ; 
另 一 方面 ,从 开 根 号 扩大 数 域 范围 来 看 ,每 层 开 根 号 
所 得 所 有 根 应 该 是 均匀 分 布 于 圆周 的 。 这 是 观察 高 
次 方程 根 表达 式 的 两 个 角度 ,而且 我 们 能 感觉 到 : 之 
所 以 高 次 方程 一 般 根 表达 式 不 存在 ,可 能 本 质 就 在 
于 , 开 根 号 所 得 根 均匀 分 布 于 圆周 这 个 严格 限制 导致 
无 法 表达 出 一 般 根 表 达 式 所 应 该 具有 的 一 般 对 称 性 。 
这 种 感觉 是 敏锐 的 ,但 也 是 模糊 的 ,至 少 未 达到 数学 
所 要 求 的 清晰 ,当然 也 就 无 法 达到 数学 所 带 来 的 那 种 
强 有 力 。 

经 过 2~4 章 之 后 ,我 们 头脑 里 已 有 一 系列 清晰 
的 概念 ,第 1 章 的 感觉 现在 可 以 用 更 清晰 的 语言 来 表 
述 了 。 根 表达 式 的 一 般 对 称 性 实际 上 就 是 对 于 个 
HR (ary ,zs，…,z,) 的 任何 一 个 置换 ,表达 式 不 变 , 换 言 
之 ,包含 方程 所 有 根 的 数 域 ,对 于 {zi san) 的 任 
何 一 个 置换 {去 oxy, sett, ) (这 里 广 , 训 ，,…, 训 是 1， 
2,…,n 的 一 个 置换 ), 数 域 不 变 。 这 就 意味 着 : 由 方 
程 系数 域 扩充 而 成 包含 方程 所 有 根 的 最 小 扩 域 , 即 方 
程 分 裂 域 , 它 的 伽 罗 瓦 群 同 构 于 {zi ,zy…，z} 的 置 
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换 群 ,也 就 是 {1,2,…,n}) 的 置换 群 S,。 另 一 方面 , 开 
根 号 可 表述 为 数 域 的 扩大 , 根 表达 式 的 嵌 套 表达 形式 
可 表述 为 一 系列 的 数 域 扩大 ,换言之 , 根 表达 式 的 存 
在 就 意味 着 存在 一 个 数 域 序列 F= K, G+ CK, < 
Kin… 导 K,SK,4i, 其 中 后 一 个 Kiyi 都 是 前 一 个 K; 的 
正规 扩 域 ,而 且 在 K;;; 中 定义 在 K; 上 的 伽 罗 瓦 群 是 交 
换 群 。 

以 上 用 数学 语言 清晰 严格 地 表达 了 : 从 两 个 角 
度 观察 分 别 得 到 的 事实 。 要 得 到 关于 方程 求解 的 更 
深入 认识 ,需要 综合 这 两 方面 的 事实 。 综 合 的 核心 在 
于 建立 两 方面 的 关联 。 这 个 关联 已 由 第 4 章 的 基本 
定理 清晰 表述 。 将 这 个 基本 定理 用 于 此 处 便 可 得 出 : 
存在 一 个 群 序 列 1= H,, SH, G+ EH 41 SH; +S 
Hy, 一 S,, 其 中 前 一 个 五 是 后 一 个 瓦 ;的 正规 子 群 , 且 
商 群 H;/ Hi 是 交换 群 。 我 们 把 存在 这 样 序列 的 群 称 
为 可 解 群 。 这 样 就 清楚 了 : 高 次 方程 能 否 有 一 般 根 
式 表 达 , 关 键 在 于 S, 能 否 分 解 为 一 个 商 群 为 交换 群 的 
正规 子 群 序列 。 

上 述 群 分 解 的 一 个 本 质 要 求 就 是 商 群 必须 是 交 
RH, 那么 我 们 就 来 看 看 交换 群 A 有 何 特 点 。 设 
Va DEA ANA 是 交换 群 , 所 以 ab 二 ba。 定 义 算 子 
La,bl=a'b'ab. AW bala,b|=baa 'b ab=ab» 
这 意味 着 算 子 [a ,0 作用 于 ba 后 , 变 成 ap, 所 以 我 们 
将 算 子 [La,0b] 称 为 换 位 算 子 。 重 要 的 是 ,如 果 abe 
可 交换 的 ,那么 换 位 算 子 La,5j 就 恒 等 于 单位 算 子 。 
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一 个 自然 的 想法 就 是 ,如 果 群 G 不 是 交换 群 ,那么 它 
所 有 元 素 经 过 换 位 运算 之 后 构成 的 集合 必然 不 是 只 
有 一 个 单位 元 的 集合 D, 那 么 这 个 DD 是 否 构 成 群 ? り 
是 否 是 G 的 正规 子 群 ? 如 果 是 ,那么 商 群 G/D 是 

是 交换 群 ? 进一步 ,D 是 否 是 使 商 群 G/N 成 为 交换 
群 的 最 小 子 群 ? 为 了 清晰 ,我 们 给 D 一 个 清晰 的 定 
X: G 中 有 限 个 换 位 子 相 乘 所 得 的 乘积 。 很 容易 验证 
り 是 G 的 一 个 子 群 。 

下 面 着 重 理 解 一 下 DD 是 G 的 一 个 正规 子 群 。 这 
可 以 这 么 理解 : 设 e€G.[a.b]€D.ANeg '[a.ble= 
gg の labg=(g ag) '(g bg) gay e bg) = 
Lg ‘ag.g "bgj, 所 以 g '[La,bjJg€E€D。 故 DD 是 G 的 一 
个 正规 子 群 。 

记 商 群 G/D 中 元 素 为 8g 二 gD,g€G。 根 据 陪 集 
乗法 定 叉 可 知 g =e, MUAH ETA gh 
goth gh=g th” ghD=D, ik HE VE BE PO BRA 
子 都 是 单位 元 ,这 表明 此 商 群 是 交换 群 。 

任意 g,h€EG, 根 据 商 群 G/N 是 交换 群 可 知 
N=(gN)' (AN) '(gN)(AN) =(g 1h 1!gh)NN, 这 表 
He h 'ghEN. AN g 'h ‘gh 是 换 位 子 集 D PLE 
意 元 素 , 所 以 DON, 换言之 ,使 商 群 G/N 为 交换 群 
的 所 有 子 群 N 中 ,最 小 的 子 群 是 换 位 子 群 り 。 

下 面 我 们 来 说 明 S, , 当 > 5 时 不 可 解 。 如 果 S, 可 
解 ,那么 就 应 存在 正规 子 群 序列 : 1=H,,, CH, SS 
Hi, H,-CH, =S,. HAR A,/ Ha NRE. 


S1 


虑 S, 中 3 轮换 o= (ilj) ,t= 二 (jkm)( 这 里 3 轮换 o 意味 
着 将 序列 (i1j) 变 成 (ji)), 这 在 n 宇 5 时 ,总 能 办 到 。 
它们 的 换 位 子 o 7 or = (jli) (mkj) Cilj) (jkm) = 
(ijk) ,这 意味 着 S, 中 所 有 3 轮换 的 换 位 子 仍然 是 所 有 
3 轮换 组 成 的 集合 。 因 为 在 瓦 ;的 所 有 正规 子 群 N, 中 ， 
使 商 群 Hi;/ NN; 为 交换 群 的 正规 子 群 N; 一 定 包含 换 位 
子 集 , 所 以 Hi 一 定 包含 日 ;的 换 位 子 集 ,也 就 一 定 包 
含 甩 ;中 的 所 有 三 轮换 ,因此 子 群 序列 H,w 祈 H,SS… 导 
Hy, SH, + GH, PE TERN EHER 3 轮换 组 
MME kA. =1 矛盾 。 

至 此 ,高 于 五 次 方程 不 存在 根 式 表 达 式 的 故事 已 
讲述 完毕 ! 
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MR ERAN AK. CHES. MER 
RH « 
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域 和 群 天 系 的 再 理解 


第 4 章 用 群 的 视角 观察 开 根 号 所 得 扩 域 的 特征 ， 
发 现 开 根 号 所 得 扩 域 的 伽 罗 瓦 群 是 循环 群 。 这 个 结 
论 是 理解 高 次 方程 不 可 根 式 求解 的 一 个 关键 。 因 为 
这 个 结论 对 于 理解 高 次 方程 不 可 根 式 求解 已 足够 ,为 
了 尽快 达到 理解 高 次 方程 不 可 根 式 求解 这 一 目标 , 当 
BER BEN KT AN EEE. 
RK E eK 的 伽 罗 瓦 扩 域 , 且 Gal E/K) 
n 阶 循环 群 ,是 否 一 定 存 在 4€E, 使 d=a€ K. 
现在 我 们 已 经 达到 了 这 个 目标 ,可 以 静 下 心 来 再 仔 
细 考 虑 这 个 问题 ,以 求 获得 对 域 和 群 关系 的 进一步 
理解 。 

依据 第 4 章 研 究 域 和 群 关 系 的 结论 ,我 们 在 第 5 
章 给 出 了 高 次 方程 不 可 根 式 求解 的 阐释 。 细 心 的 读 
者 一 定 会 发 现 , 这 其 中 有 一 个 根本 的 破绽 。 这 个 破绽 
就 是 : 如 第 5 章 图 5(c) 所 示 , 表 征 根 式 表达 式 特 征 
的 群 分 解 序列 未 必 是 我 们 定义 的 伽 罗 瓦 群 序列 
H>H Hin "22H, 22H: WA iE 
分 解 序列 与 伽 罗 瓦 扩 域 序列 的 一 一 对 应 关系 ,从 而 
论证 了 和 群 分 解 序列 的 唯一 性 ,才能 严格 彻底 完成 高 
次 方程 不 可 根 式 求 解 的 阐释 。 因 为 阐述 清楚 这 个 问 
题 需要 费 点 劲 ,再 加 上 这 个 问题 对 于 一 般 读者 来 说 ， 
是 可 理解 的 范畴 , 故 为 了 同样 的 目的 一 一 尽快 理解 
高 次 方程 不 可 根 式 求解 ,在 第 4 章 就 默认 了 。 这 个 
遗留 问题 的 阐释 也 将 在 本 章 完 成 。 
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一 、 循环 群 和 根 式 扩 域 之 间 的 关系 


我 们 已 经 知道 根 式 扩 域 的 伽 罗 瓦 群 是 循环 群 。 
下 面 要 来 证 明 这 个 结论 的 逆 命 题 。 即 ,如 果 域 巨 是 域 
K 的 伽 罗 瓦 扩 域 , 且 Gal(E/K) 是 nn 阶 循环 群 ,一 定 存 
在 dEE.fid"=aEK,. KIA 可 以 利用 单位 根 。 构 
造 出 来 。 具 体 构造 如 下 : 因为 域 巨 是 域 K MD 
Pik. AT WEA E=K(a).a€ E, AW Gal(E/K)  n 
阶 循环 群 ,所 以 Gal(E/K) = {o'} (R=0, 1," n—D. 
Wa,=o'a, Fitoa 041. HWE n—1 介 数 ん (4 王 1.…。 


ァ ー1), 基 中 A, = Y a ef Rin NEHM 
ANC wr 0" ) 视 为 n 个 未 知 数 ,这 里 就 有 一 1 
个 齐 次 方程 .又 因为 本 w 二 0, 此 方程 和 上 述 4 一 1 个 
方程 构成 了 ， 个 齐 次 方程 , 而 且 有 一 组 非 零 解 
ass co!) ,这 就 意味 着 该 齐 次 方程 的 系数 行列 式 


一 定 为 零 . 而 该 行列 式 为 n 阶 范 德 蒙 德行 列 式 ,V = 
IL (i 一 w%)。 因 此 必 有 一 对 i,j 使 得 a; = a, AE, 


这 是 不 可 能 的 故 必 有 一 个 入 不 为 零 , 因 为 od; = 


ァ ー1 
Y ge =0 2% UL of AD) = (ar) =o 5 一 だ 所 
i=0 


UMEK, AAA CEMA 就 是 要 找 的 d。 
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二 、 一 般 伽 罗 瓦 域 和 群 的 一 一 对 应 关系 


在 研究 伽 罗 瓦 群 和 域 之 间 是 否 存在 一 一 对 应 联 
系 之 前 ,首先 引进 一 个 概念 : MY LH G 的 不 变 子 
域 , 记 为 InvG, 严 格 定义 为 InvG={ala€ Esa =a, 
V7EG}。 有 了 这 个 概念 之 后 , 便 可 研究 由 伽 罗 瓦 扩 
域 定 义 伽 罗 瓦 群 的 过 程 是 否 可 逆 , 以 及 由 伽 罗 瓦 群 确 
定 伽 罗 瓦 子 域 的 过 程 是 否 可 逆 。 如 果 这 两 个 过 程 都 
是 可 逆 的 , 那 人 血 罗 瓦 扩 域 序列 和 伽 罗 瓦 群 序列 自然 就 
是 一 一 对 应 的 了 。 


1. 伽 罗 瓦 子 域 可 逆 定 理 


设 巨 是 数 域 站 上 的 伽 罗 瓦 扩 域 ,换言之 ,下 是 数 
PLE 的 伽 罗 瓦 子 域 。 这 样 在 玉 中 数 域 玉 上 可 定义 一 
8 BRE G=Gal(E/F): EA lel a ai AB HR 1% 
变换 不 变数 域 下 中 的 数 。 那 么 这 个 定义 是 否 可 道 呢 ? 
即 伽 罗 瓦 子 域 能 否 由 伽 罗 瓦 群 唯一 定义 呢 ? 回答 是 
肯定 的 。 很 显然 ,依据 伽 罗 瓦 群 定义 , 数 域 下 中 的 数 
在 伽 罗 瓦 群 变换 下 不 变 , 所 以 一 定 属于 InvG。 即 下 
包含 于 InvG, 通 俗 讲 FF 不 大 于 InvG。 我 们 再 来 看 定 
駐在 InvG EIKE 的 伽 罗 瓦 群 Gal(E/InvG)。 一 
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方面 , 设 任意 一 个 属于 G 的 变换 9 RGR InvG 的 定义 
可 知 ,7 一 定 不 变 InvG 中 任何 一 个 元 素 , 这 就 意味 着 
y 属于 Gal(E/InvG) ,换言之 ,G 包含 于 Gal(E/InvG) ; 
另 一 方面 ,因为 下 小 于 InvG, 所 以 Gal(E/InvG) 应 该 
包含 于 Gal(E/F) 二 G。 所 以 Gal(E/InvG) = Gal(E/ 
F) 。 再 依据 群 域 等 数 关系 ,就 有 [E: InvG]==[E: Fl. 
结合 上 述 下 属于 InvG 的 结论 ,最终 可 得 到 下 =InvG 一 
InvCGal(CE/F))。 这 表明 伽 罗 瓦 子 域 可 道 。 为 了 方 
便 ,我 们 把 此 结论 称 为 伽 罗 瓦 子 域 可 逆 定 理 。 此 定理 
可 用 图 7 表示 。 


G=Gal (E/F) 


图 7 7 Bu 38 FY a Ee BE AS 
由 上 述 论 证 可 以 看 到 : 论证 之 所 以 能 简洁 地 表 
述 , 其 原因 在 于 我 们 引入 了 伽 罗 瓦 群 不 变 子 域 概 念 。 
整个 证 明 的 关键 在 于 群 域 等 数 定理 。 而 这 个 定理 所 
基于 的 基本 事实 在 于 伽 罗 瓦 扩 域 是 单 代 数 扩 域 
结构 。 
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2. 阿 丁 引 理 


THY SE ER ORE EE BL. A 
定义 在 数 域 玉 上 的 分 裂 域 自 同 构 满 射 变换 。 下 面 考 
虑 更 一 般 的 伽 罗 瓦 群 定义 。 即 , 设 巨 是 任意 域 ,G 是 
E 自 同 构 满 射 变换 群 的 任意 有 限 子 群 ,FE 是 群 G 的 不 
变 子 域 。 此 时 有 关系 ; LE: F] 壹 |G|, 这 里 |G| 表 示 群 
G 的 阶 数 。 这 个 结论 通常 称 为 阿 丁 (E. Artin) 3132, 
这 个 结论 可 以 这 么 理解 : Gil 
Soe. aan a 
下 的 像 是 a 一 地。 考虑 个 方程 2 om 一 0,i 一 1， 
2 ,因为 变量 个 数 天 于 方程 个 数 ,所 以 此 方程 必 


有 非 零 解 , 选 解 5 = (by + da wee ob) ,使 得 其 中 所 出 现 
的 不 为 零 的 分 量 b; 个 数 最 少 ,不 失 一 般 性 , 还 可 设 
b 一 1 .因为 w tm, FH Ray, = u FALL >) u,b, 一 0。 


j=1 


因此 ,如 果 访 都 在 数 域 下 中 ,那么 ,ws sett sup 在 下 中 
线性 相关 .根据 扩 域 次 数 定义 可 知 : LE: F] | G|。 
如 果 存 在 某 个 b, 不 在 于 下 中 , 则 G 中 必 存 在 yy, 使 


名 Ab; Ate 作用 在 解 2 满足 的 方程 组 > a,b, = 0 


(i 一 1,2,…,n) ,得 到 > alt B® = 0G = 1,2, ,m), 
j=1 


这 里 ae = y ANGE-TEH ;所 以 {nm or» 
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Mm) = mE AE HH HF SY 


封闭 性 得 到 的 ,所 以 2) a, b™ = 0G = 1,2, m), HK 


好 也 是 方程 的 一 个 解 。 因 为 bm = 1" 一 1, 所 以 将 上 述 
两 个 解 满足 的 方程 相 减 ,得 到 一 个 新 解 = (0, 
bp st ,0%,)。 显 然 这 组 解 5 非 零 分 量 个 数 比 5 至少 
减少 一 个 ,与 假设 矛盾 ,所 以 6b; 必 都 在 数 域 下 中 , 即 
Uy Uz ott? Un 在 下 中 线性 相关 。 根 据 扩 域 次 数 定义 
可 知 : CE: FI<|G|. 

由 上 述 论证 过 程 可 以 知道 , 域 和 群 都 是 较为 抽象 
的 概念 ,直接 思考 它们 ,不 易 把 握 , 但 是 将 它们 转化 为 
线性 相关 或 线性 方程 组 ,问题 就 具体 了 ,便于 把 握 了 ， 
由 此 可 见 线性 方程 组 是 分 析 域 和 和 群 问题 的 一 个 强 有 
力 工具 。 


3. 伽 罗 瓦 群 可 逆 定 理 


有 了 这 个 结论 ,就 可 以 得 到 下 面 伽 罗 瓦 群 可 逆 定 
理 : 設 選 是 一 全数 域 .C 逢 Aut E 的 有 限 子 群 ,G = 
Gal(E/InvG) ,那么 G = 二 G。 这 个 定理 可 以 这 样 理解 : 
根据 定义 可 知 ,G 包含 于 G 。 再 由 阿 丁 引 理 可 知 ， 
E#F=InvG 的 有限 が 域 。 設 p(x) F(x) PSE 
不 可 约 多 项 式 , 已 知 它 有 某 个 根 r BFE. HR G= 
{m=lepet sm) dr =r, KM BAM, AOE A 


m Ar HARÍA m<na IE HSK g(x) = Tc 一 r;) 
i=1 
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就 是 m 次 无 重 根 多 项 式 。 对 于 G 中 任何 w, 规定 
=D)" 一 TT". 因为 六 =1*7, 又 
GEI BES PTU (rd ht n})=inın sur)» 
同 阿 丁 引 理 证 明 一 样 ,这 一 点 很 重要 , 它 是 群 概念 本 
质 带 来 的 ,所 以 (g(z))? 一 5g(Cz)。 这 表明 g(x) 的 系数 
在 G 中 任意 7 下 不 变 , 所 以 g(x) 属于 F(x)。 又 
PO) = PC) = (p(r))* = 二 0, 这 表明 g(x) 的 任何 一 
个 根 都 是 p(x) 的 根 。 所 以 在 F(x) 中 g(x) 必 整 
除 p(xz)。 又 p(x) 不 可 约 , 所 以 glx) =pla), R 
表明 pCOMMAR MBE EP. ER F 的 正規 所 
域 。 这 样 根据 群 域 等 数 定 理 就 有 : Gal(E/F) = 
LE: F]。 又 由 阿 丁 定理 可 知 [E: FIS|IG|, & 
IG'|=1Gal(E/F)| 志 1G|, 所 以 我 们 有 Gal(E/F)= 
Gal(E/InvG)=G. 
此 定理 可 用 图 8 示 意 。 


图 8 伽 罗 瓦 群 可 逆 定 理 示意 图 
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上 述 论 证 表明 : 多 项 式 是 分 析 扩 域 问题 的 一 个 
基本 工具 。 这 并 不 奇怪 ,因为 扩 域 概念 本 源 于 多 
项 式 。 

阿 丁 引 理 和 伽 罗 瓦 群 可 逆 定 理 的 论证 再 次 让 我 
们 体会 到 : 群 概念 虽然 简单 ,但 很 有 力 。 这 种 力量 来 
源 于 群 的 运算 及 关于 运算 的 封闭 性 。 
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这 是 绘画 大 师 林 风 眠 的 一 幅 荷 花 。 木 心 给 林 先 
生 的 悼 文 ( 双 重 悼 念 一 一 追忆 林 风 虐 ) 中 提 到 : 林 先 
生 最 好 的 作品 是 1955 一 1965 年 这 10 年 间 的 静物 画 ， 
被 赞 为 “ 像 花 一 般 的 香 , 夜 一 般 的 深 , 死 一 般 的 静 , 酒 
一 般 的 醉人 ”。 这 幅 画 不 知 是 否 是 那个 时 期 的 画 , 仿 
佛 也 是 “ 统 体 素 净 ,剔透 空 明 , 用 色 用 得 如 此 贞洁 , 肌 
理 微 妙 , 处 处 有 生命 惨 动 ”。 


67 


群 论 思想 诞生 过 程 探究 


经 过 前 面 几 章 的 分 析 , 我 们 已 理解 了 用 根 式 无 
法 表达 不 小 于 5 次 的 高 次 方程 根 。 这 里 尝试 用 一 
句 话 来 概括 其 中 的 道理 : 开 根 号 所 得 扩 域 ,其 伽 罗 
瓦 群 是 循环 可 交换 群 ,这 样 的 扩 域 方式 , 即 经 过 有 
限 次 开 根 号 扩 域 ,是 无 法 表达 出 一 个 具备 非 交 换 件 
罗 瓦 群 特征 的 一 般 多 项 式 根 所 形成 的 扩 域 的 。 这 
个 表述 虽然 不 够 严格 、 精 细 , 但 大 致 抓 住 了 问题 的 
要 害 , 抓 住 了 刻画 扩 域 特征 的 伽 罗 瓦 群 是 否 可 交换 
这 个 本 质 。 这 是 创立 群 论 背 后 的 核心 思想 。 这 个 
思想 看 似 简单 ,得 来 却 并 不 容易 ,是 几 代 优秀 数学 
家 不 断 探索 ,对 方程 求解 过 程 不 断 抽象 的 结果 。 这 
个 思想 的 诞生 至 少 经 过 了 以 下 四 次 对 方程 求解 过 
程 的 抽象 。 

一 次 抽象 ,是 欧 拉 在 1762 年 发 表 的 论文 4 论 任 
意 次 方程 解 ) 中 完成 的 。 在 论文 中 , 欧 拉 对 任意 次 方 
程 解 的 形式 进行 了 抽象 ,得 出 任意 次 方程 解 可 表示 成 
如 下 形式 : 

bo t+ pi R® + ps R* ++ pra R 
SS BD” TR. (i 二 0， 
1,…,n 一 1) 是 原 方程 系数 的 某 个 代数 表达 式 。 这 个 
抽象 结果 不 难 理解 ,但 很 重要 。 可 惜 , 欧 拉 也 许 是 因 
为 关注 了 太 多 的 研究 方向 ,没有 时 间 在 此 基础 上 去 深 
入 研究 这 个 问题 ,因而 也 没 能 再 往 前 推进 。 

对 方程 求解 过 程 的 第 二 次 抽象 ,是 由 范 德 蒙 德 、 
拉 格 朗 日 、 鲁 菲 尼 、 阿 贝尔 等 人 完成 的 。 这 次 抽象 得 
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到 的 结论 是 : 一 个 n 次 方程 的 所 有 根 都 可 由 根 置换 式 
线性 组 合 表达 出 来 。 这 里 根 置 换 式 ,是 指 方程 个 根 
的 置换 与 相应 n 次 单位 根 乘积 之 和 。 壁 如 {zx ,zx,， 
Zas"… 2 的 一 个 置换 为 {zv2iyz…yz) 那 么 此 
置换 下 的 置换 式 为 x toa, twats t+o" la, 再 
EM (a ar a o DIA TERN HG, zx;， 
zz), 那 么 此 置换 下 的 置换 式 为 zi 十 w xs 十 
oz 十 … 十 oz 显然 这 样 的 置换 式 最 多 有 nl 个 。 
拉 格 朗 日 注意 到 这 些 置换 式 可 以 分 类 ,对 于 每 一 类 中 
的 所 有 置换 式 , 存 在 一 个 自然 数 &, 所 有 置换 式 的 & 次 
方 , 结 果 是 一 样 的 。 而 且 ,这 样 分 类 的 置换 式 种 类 数 
一 定 是 2! 的 约 数 ,这 便 是 前 面 第 3 章 介 绍 的 拉 格 朗 
日 定理 。 依 据 这 个 特点 , 拉 格 朗 日 提出 了 一 种 前 面 第 
1 章 介 绍 的 求解 方法 ,并 指出 不 小 于 5 次 的 高 次 方程 
可 由 不 可 根 式 表达 。 下 面 我 们 来 理解 一 下 为 什么 一 
个 nn 次 方程 的 所 有 根 都 可 由 根 置 换 式 线性 组 合 表 达 
出 来 。 
在 欧 拉 结论 的 基础 上 ,对 辅助 方程 解 不 断 应 用 
欧 拉 结 论 , 便 可 得 出 任意 次 方程 解 , 可 表示 成 如 下 
EX: 
gta S*+q SA SO 
这 里 S,qi(i 一 0,1,…,m 一 1) 是 原 方程 系数 的 某 个 代 
数 表达 式 ,m 的 最 大 值 为 n!。 将 此 解 形 式 代入 原 方程 
可 得 
ttt Sm +h S* 十 … 十 1 ST =0 (2) 
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WR 1 有 一 个 不 为 零 , 那 么 令 "STH FH 
两 个 方程 : 


与 

di Se +o tz" =0 
必 有 一 个 或 多 个 公共 根 。 若 有 个 公共 根 , 则 一 定 可 
找到 一 个 次 方程 ,其 根 为 此 有 个 公共 根 ,系数 为 S 
和 4; 的 有 理 函 数 。 令 这 个 方程 为 

ro 十 riz 十 rz 十 … 十 riz* 二 0 
因为 这 个 方程 所 有 根 与 2 —S=0 的 根 相同 ,所 以 此 
方程 所 有 根 都 形 如 a,z (jy 二 0,1,…,k 一 1) ,a 是 方程 
an—1=0 的 一 个 根 。 将 形 如 az 的 所 有 根 分 别 代 入 
上 述 方程 得 

rot raz tr, ae otra = 0 


rtraz+rdar+ o +razr=0 


ntnaaztnaur te +ramz=0 

HX k ATA RARA 2 et 的 线性 方程 ， 
那么 = 一 定 可 以 由 ;和 ws 的 有 理 函 数 表达 出 来 ,这 与 
= 的 假设 相 矛 盾 。 因 此 上 述 式 (2) 中 的 4 都 为 0。 由 此 
可 推出 : 如 果 式 (1) 是 方程 的 一 个 解 ,那么 将 式 (1) 中 
的 S* 蔡 换 为 wiS* 也 一 定 是 方程 的 解 ,这 里 a 是 方程 
a” +a"? + tat1=0 的 根 。 这 样 ,方程 的 根 就 
可 表达 成 
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ae 2 カー1 
Zi = gta S” gq Se TT Gin 


u 2 カー1 
22 =G FquaSr + quasi tr quid Sm 


x 2 
Lei = Go Hqua”? Sa + aq, a"? Sm 十 … 十 
(m1) (m-2) sa 
Um 0 - 


= mi ot amo QE 
Im =O tna Sm + q) q Sm +++ 


(カー1)( カ ー1) 


IAm-ı & 
利用 a 的 性 质 , 从 上 述 方程 组 中 可 以 解 出 


de = Lata to tay) 
m 


ce = a, Era dd 


mi 1 
draS™" = ma + ax, + +a™ a.) 


由 此 可 知 , 高 次 方程 所 有 根 都 可 由 根 的 置换 式 表 
达 出 来 。 拉 格 朗 日 据 此 意识 到 了 根 置 换 式 的 重要 性 ， 
并 据 此 提出 了 一 种 系统 求解 高 次 方程 的 求解 方法 。 

柯 西 在 拉 格 朗 日 研究 的 基础 上 ,将 根 置 换 式 单独 
拿 出 来 进行 了 进一步 研究 ,并 在 1815 年 发 表 了 关于 
根 置换 式 取 值 数量 的 论文 。 在 这 篇 论文 中 ,为 了 研究 
根 置换 式 取 值 种 类 数量 , 柯 西 引 进 了 复合 置换 的 思 
想 , 这 便 是 后 来 群 论 中 的 乘法 运算 。 尤 为 重要 的 是 ， 
通过 研究 ,意识 到 复合 置换 运算 与 数 域 中 的 乘法 运算 
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很 不 一 样 ,前 者 不 能 交换 ,后 者 可 以 交换 。 经 过 柯 西 
这 样 的 第 三 次 抽象 ,我 们 看 到 群 论 思想 已 经 呼 之 欲 
出 了 。 

AO AR AAA ML MS 
瓦 不 仅 从 前 人 那里 理解 了 根 置换 式 的 重要 性 ,而 且 做 
了 进一步 简化 .抽象 。 根 置换 式 中 的 单位 根 及 其 取 值 
都 非 本 质 ,真正 本质 的 是 根 置 换 本 身 ,这 反映 了 扩 域 
系统 的 对 称 性 或 者 说 扩 域 系统 对 称 的 程度 。 而 且 , 件 

瓦 清晰 地 意识 到 系统 的 对 称 程度 是 系统 的 最 为 本 
质 的 特征 之 一 ,发 明了 用 置换 来 刻画 系统 对 称 程度 的 
方法 , 即 伽 罗 瓦 群 。 至 此 ,和 群 论 思想 便 诞生 了 。 伽 罗 
瓦 在 这 一 思想 指导 下 ,创立 了 绝妙 的 、 强 有 力 的 群 论 。 
从 上 述 分 析 我 们 可 以 感受 到 : 抽象 的 本 质 就 是 抓 住 
主要 的 ,丢掉 次 要 的 。 

一 般 认为 ,创立 群 论 的 伽 罗 瓦 是 天 才 , 这 是 从 群 
论 创 立 的 结果 所 看 到 的 ,因为 群 论 确实 太 新 奇 了 , 完 
全 不 同 于 以 前 的 数学 。 但 是 ,如 果 了 解 了 上 述 群 论 
思想 的 诞生 过 程 , 我 们 或 许 会 觉得 群 论 创立 其 实 是 
必然 的 ,是 长 期 探索 和 不 断 思 考 的 必然 结果 。 每 一 
次 抽象 过 程 绝 非 不 可 琢磨 ,实际 上 ,每 一 次 抽象 过 程 
都 是 较为 合理 的 数学 抽象 过 程 。 因 此 ,与 其 说 群 论 
是 天 才 的 发 现 ,不 如 说 是 人 类 在 欧 几 里 得 几何 所 葛 
定 的 学 术 传 统 下 不 断 探索 的 结晶 。 如 果 说 有 天 才 ， 

么 天 才 的 最 大 特征 或 许 应 该 是 热情 与 专注 。 当 
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然 , 四 次 抽象 的 更 细微 机 理 , 也 就 是 这 四 次 抽象 究竟 

是 怎么 得 到 的 ,在 怎样 的 条 件 下 一 定 会 得 到 ,还 是 说 

不 清楚 ,我 相信 创造 者 本 人 也 未 必 说 得 清 , 这 就 是 真 

正 的 原始 创造 本 身 的 不 可 预测 性 、 神 秘 性 ,这 或 许 就 
生命 中 蕴含 的 真正 原创 力 的 本 质 。 

这 启示 我 们 : 原创 力 培 养 更 多 地 应 该 依靠 营造 
氛围 ,让 受 教 者 感受 创造 过 程 的 不 可 预测 .神秘 ,体会 
探索 的 艰辛 ,而 不 是 让 受 教 者 过 多 被 动 地 接受 对 求解 
答案 的 剖析 。 国 内 奥林匹克 竞赛 (奥赛 ) 顶 级 高 手 很 
少 成 为 大 家 ,可 能 与 所 受 教育 训练 方式 有 关 。 国 内 
奥赛 训练 ,通常 为 了 迅速 提高 解 题 能 力 , 往 往 过 早 、 过 
多 地 阅读 和 记忆 了 奥赛 题 的 求解 答案 ,过 多 地 接受 了 
奥赛 名 师 对 奥赛 题 的 剖析 ,忽略 或 者 说 不 愿意 花 时 间 
切身 体会 对 奥赛 题 求解 探索 的 煎熬 。 貌 似 早 成 , 实 为 
后 劲 不 足 。 
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这 是 林 风 了 眠 大 师 的 一 幅 仕 女 画 ,诠释 着 超凡 
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回 望 群 论 创建 


现在 让 我 们 站 在 问题 解决 的 高 峰 , 回 望 一 下 解决 
问题 所 走 过 的 路 ,看 看 能 否 从 群 论 的 建立 过 程 中 获得 
一 些 启示 ,为 我 们 未 来 的 创新 提供 一 点 营养 。 

群 论 创 建 起 源 于 高 次 方程 求解 的 探索 。 大 量 的 
求解 尝试 培育 出 一 种 意识 : 根 表 达 式 置换 的 对 称 性 
与 开 根 号 所 得 根 的 圆周 均匀 分 布 很 不 一 致 。 这 种 意 
识 也 许 很 多 数学 家 都 有 ,但 大 多 是 模糊 的 ,对 其 重要 
性 认识 不 足 , 更 没有 人 意识 到 它 是 一 种 新 理论 的 基石 
所 在 。 只 有 伽 罗 瓦 在 前 人 探索 的 基础 上 ,逐渐 清晰 地 
察觉 到 这 种 不 一 致 是 问题 的 本 质 、 核 心 , 需 要 建立 一 
种 新 的 数学 理论 才能 阐释 清楚 这 种 不 一 致 现象 。 

如 何 建立 数学 理论 ? 欧 几 里 得 几何 便 是 建立 数 
学 理论 的 一 个 模版 。 建 立 理论 就 是 要 将 研究 对 象 说 
清楚 ,推理 规则 说 清楚 。 不 同 的 理论 无 非 就 是 不 同 的 
研究 对 象 和 推理 规则 。 不 难 想到 ,这 里 的 研究 对 象 应 
该 是 开 根 号 带 来 的 数 范围 的 变化 以 及 根 的 置换 。 由 
此 提炼 出 数 域 和 群 两 个 重要 的 概念 ,作为 新 的 数学 理 
论 的 研究 对 象 。 推 理 或 运算 规则 是 数学 理论 强 有 力 
的 根本 。 为 此 ,将 加 \、 减 、 乘 \ 除 运算 延至 数 域 之 中 ,在 
群 中 建立 乘法 运算 及 其 规则 。 

有 了 研究 对 象 及 其 运算 规则 , 便 可 对 数 域 和 群 展 
开 深 入 研究 了 。 将 线性 代数 用 于 数 域 研究 ,利用 多 项 
式 轧 转 相 除 知识 , 便 弄 清楚 了 开 根 号 扩大 的 数 域 属性 
及 其 结构 ,这 便 是 我 们 得 到 的 分 裂 域 的 正规 性 和 单 代 
数 扩 域 结构 定理 。 
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利用 群 的 定义 及 运算 的 封闭 性 ,可 以 得 到 关于 群 
与 子 群 阶 数 关 系 的 拉 格 朗 日 定理 。 为 了 定义 群 与 子 
群 之 间 的 商 群 ,我 们 弄 清 楚 了 商 群 唯一 定义 的 前 提 ， 
提出 了 正规 子 群 的 概念 ,并 严格 定义 了 商 群 。 这 样 群 
概念 便 成 为 研究 数学 结构 的 强 有 力 工具 。 

在 对 数 域 和 群 各 自 都 有 了 解 之 后 , 便 可 以 研究 它 
们 之 间 的 联系 。 为 此 , 伽 罗 瓦 在 开 根 号 扩 域 中 建立 了 
伽 罗 瓦 群 。 利 用 单 代 数 扩 域 结构 定理 , 便 可 很 容易 建 
立 起 伽 罗 瓦 群 阶 数 与 扩 域 次 数 的 相等 关系 ,这 便 是 群 
域 等 数 定 理 。 进 一 步 ,利用 单 代数 扩 域 结构 定理 以 及 
群 的 封闭 性 ,可 以 建立 伽 罗 瓦 扩 域 可 逆 定 理 以 及 伽 罗 
瓦 群 可 道 定理 ,由 此 便 得 到 了 和 群 论 的 核心 基本 定理 。 
这 个 基本 定理 建立 了 从 两 个 角度 察看 伽 罗 瓦 群 的 一 
一 对 应 关系 。 这 两 个 角度 分 别 是 : 利用 韦 达 定理 ,从 
根 表 达 式 形式 出 发 察看 伽 罗 瓦 群 ; 以 及 从 多 层 开 根 
号 扩 域 角度 去 察看 伽 罗 瓦 群 。 

如 果 n 次 方程 根 表 达 式 存在 ,利用 韦 达 定理 , 察 
看 其 最 终 根 表达 式 ,我 们 知道 其 伽 罗 瓦 群 同 构 于 对 称 
置换 群 S,。 另 一 方面 ,从 多 层 开 根 号 扩 域 角度 去 察看 
求解 过 程 可 知 , 存 在 一 个 正规 扩 域 序列 FF= KE E 
K¿EK 4 CK, EK ia ,定义 在 此 序列 上 的 伽 罗 瓦 群 
Gal(Kin/K;) 是 交换 群 。 由 群 论 基 本 定理 的 一 一 对 
应 关系 可 知 ,S, 存 在 一 个 正规 子 群 分 解 序列 ,其 商 群 
与 Gal(Kiii/K;) 同 构 , 即 也 是 交换 群 。 至 此 ,我 们 得 
到 了 一 个 重要 结论 : 对 称 置换 群 S, 的 分 解 子 群 序列 
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必须 满足 其 商 群 A / Hi 是 交换 群 。 这 是 开 根 号 所 
得 根 的 圆周 均匀 分 布 特征 所 带 来 的 对 群 分 解 序列 的 
本 质 要 求 。 

那么 交换 群 有 什么 性 质 昵 ?如果 一 个 群 不 是 交 
换 群 ,那么 是 否 可 将 其 变 成 交换 群 呢 ? 如 何 变 呢 ? 不 
难 发 现 , 交 换 群 中 任意 两 个 元 素 的 换 位 算 子 一 定 是 单 
位 元 。 反 之 ,如 果 一 个 群 中 若 有 两 个 元 素 , 其 换 位 算 
子 不 是 单位 元 ,那么 这 个 群 一 定 不 是 交换 群 。 由 此 可 
见 , 换 位 算 子 很 重要 ,因为 它 把 判断 交换 群 变 成 了 一 
个 运算 。 我 们 进一步 考虑 ,如 果 一 个 群 不 是 交换 群 ， 
那么 换 位 算 子 作用 于 其 上 任何 两 个 元 素 所 构成 的 集 
合 一 定 不 是 只 有 单位 元 的 集合 ,那么 这 个 集合 具有 什 
么 特征 呢 ? 我 们 发 现 ,这 个 集合 是 初始 群 的 一 个 子 
群 ,初始 群 与 此 换 位 子 群 的 商 群 一 定 是 交换 群 ,而 且 
这 个 换 位 子 群 是 使 原 群 变 为 交换 子 群 的 最 小 子 群 。 
这 就 是 说 ,如 果 一 个 群 进 行 一 系列 分 解 ,保证 每 次 分 
解 后 的 商 群 是 交换 群 ,那么 这 个 群 的 换 位 子 群 一 定 是 
这 个 分 解 序列 中 的 不 变量 。 这 使 我 们 对 对 称 群 S, 的 
分 解 序列 1 = HH, 5H, SSA, SH; SH, =S, 
又 有 了 进一步 认识 ,这 就 是 任何 一 个 瓦 , 都 必须 包含 
Ss, 的 换 位 子 群 。 但 这 是 不 可 能 的 。 因 为 如 果 不 小 
于 5 时 ,总 有 3 轮换 群 的 换 位 子 群 仍 是 3 轮换 群 ,这 
表明 S。 不 可 分 解 到 单位 群 。 

以 上 简要 回顾 了 伽 罗 瓦 群 理论 的 构建 过 程 ,从 中 
可 以 看 到 : 群 论 创造 过 程 实际 上 就 是 对 方程 求解 的 


81 


结 、 提 炼 和 抽象 过 程 。 这 个 抽象 过 程 本 质 上 就 是 从 
两 个 新 的 角度 : 数 范围 的 扩大 和 扩大 后 数 范围 的 对 
称 性 特征 来 观察 方程 求解 过 程 。 数 域 . 扩 域 .正规 扩 
域 、. 伽 罗 瓦 扩 域 等 一 系列 重要 概念 就 是 通过 观察 数 范 
围 扩 大 过 程 提炼 出 来 的 ; 群 、 子 群 、 正 規子 群 、 商 群 等 
重要 概念 正 是 通过 观察 扩大 数 范 围 后 的 对 称 性 特征 
提炼 出 来 的 。 综 合 这 两 个 角度 , 伽 罗 瓦 创造 出 伽 罗 瓦 
群 概念 ,进而 得 到 群 和 域 之 间 一 一 对 应 以 及 伽 罗 瓦 子 
群 序列 之 间 商 群 为 交换 群 等 重要 结论 ,从 而 整个 地 理 
解 了 高 于 5 次 的 多 项 式 方程 无 根 式 表达 式 的 基本 
结论 。 

从 中 我 们 还 可 以 感受 到 : 理论 往往 埋藏 于 好 的 
数学 问题 之 中 。 对 于 好 的 数学 问题 需要 深入 \ 反复 的 
思考 ,需要 站 在 统一 的 高 度 ,需要 发 现 新 的 视角 ,才能 
看 到 一 些 基 本 事实 ,它们 往往 是 理论 构建 的 源泉 和 基 

。 这 些 事实 看 似 平凡 ,但 经 过 推理 或 运算 ,能 构筑 
苍天 大 厦 。 欧 几 里 得 的 几何 如 此 , 伽 罗 瓦 的 群 论 同样 
也 如 此 。 


82 


83 


这 是 后 印象 派 画家 楚 高 的 代表 作 之 一 。 画 中 的 
场景 是 现代 生活 的 一 个 典型 场景 : 夜晚 咖啡 屋 。 这 
是 现代 人 容易 产生 共鸣 的 一 个 生活 场景 。 但 是 ,这 幅 
画 并 不 是 生活 场景 的 逼真 描绘 ,而 是 一 幅 楚 高 用 色彩 
构想 出 来 的 场景 。 身 处 这 种 场景 , 既 有 “什么 都 可 以 
想 ,什么 都 可 以 不 想 ” 的 从 容 、 安 宁 , 又 能 享受 灯火 通 
明 的 现代 物质 文明 。 这 可 能 就 是 项 高 用 色彩 语言 想 
达到 的 效果 。 
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述 群 论 建立 过 程 ,让 我 们 切实 体会 到 抽象 的 群 
论 来 源 于 对 高 次 方程 求解 这 个 核心 问题 的 研究 ,来 源 
于 研究 这 个 核心 问题 所 观察 到 的 几 个 简单 基本 事实 。 
但 是 ,这 个 简单 的 事实 绝 不 是 用 老 观点 、 老 视角 所 能 
观察 得 到 的 ,而 是 新 观点 、 新 视角 下 的 自然 产物 。 所 
谓 抽象 实际 上 是 站 在 统一 的 高 度 ,采取 特殊 的 观察 角 
Es 所 谓 高 明 的 抽象 是 发 现 了 一 种 极 易 看 清 事 物 本 
质 的 角度 ,把 不 同事 物 联系 起 来 。 数 学 上 的 抽象 是 一 
种 可 运算 的 观察 角度 。 这 种 抽象 不 仅仅 体现 在 群 论 
的 发 明 中 ,而 且 还 体现 在 微 积 分 、 复 数 等 重要 数学 概 
念 的 发 明 中 。 
我 们 知道 ,17 世纪 物理 上 迫切 需要 给 出 瞬时 速 
度 和 瞬时 加 速度 的 定义 以 及 相应 的 运算 规则 。 根 据 
常识 ,我 们 很 容易 知道 平均 速度 就 是 走 过 的 距离 与 走 
过 这 段 距 离 所 需 的 时 间 之 比 。 依 据 这 个 平均 速度 的 
定义 ,我 们 自然 就 会 给 出 : 瞬时 速度 就 是 在 趋 近 于 零 
的 时 间 里 所 走 过 的 距离 与 趋 近 于 零 的 这 段 时 间 之 比 。 
根据 这 个 定义 ,我 们 要 计算 瞬时 速度 似乎 就 无 法 绕 开 
如 何 计算 0/0 这 样 一 个 基本 问题 。 这 使 我 们 陷入 困 
境 。 伟 大 的 数理 学 家 牛顿 ,在 思考 这 个 问题 时 , 换 了 
一 个 角度 : 将 趋 近 于 零 这 段 时 间 看 成 微小 变量 ,这 样 
就 可 给 出 在 这 个 微小 变量 下 所 走 距 离 的 表达 式 。 用 
这 个 距离 表达 式 去 除 以 这 个 趋 近 于 零 的 时 间 微 小 变 
量 , 然 后 再 令 趋 近 于 零 这 个 时 间 变 量 为 零 , 牛 顿 发 现 
EM 0/0 困境 就 完全 绕 开 了 。 辟 如 ,假设 距离 和 时 间 
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的 关系 为 ;一 。 在 1 到 + 十 At 时 间 里 所 走 过 的 距离 
为 (i 十 At)? 一 二 21At 十 (At)? ,将 这 个 距离 与 Az 相 除 
得 2t 十 At, 再 令 At 二 0, 便 可 得 到 在 1 时刻 的 即时 速度 
为 2:。 由 此 可 见 ,换个 角度 看 问题 很 重要 。 和 牛顿 意识 
到 了 这 一 点 。 不 仅 如 此 ,牛顿 还 仔细 分 析 了 这 个 观察 
角度 考察 问题 的 关键 。 不 难看 到 , 绕 开 困境 的 关键 在 
于 , 先 将 趋 近 于 零 的 时 间 看 成 一 个 微小 变量 ,研究 在 
这 个 微小 变量 下 的 因 变 量变 化 ,最 后 再 让 微小 变量 趋 
近 于 零 。 换 言 之 ,将 微小 变量 趋 近 于 零 的 过 程 放 在 整 
个 计算 的 最 后 是 这 个 处 理 方法 的 关键 。 而 要 实现 这 
个 关键 就 需要 能 将 原 表 达 式 展开 成 关于 微小 变量 的 
表达 式 。 对 于 因 变 量 是 关于 自 变 量 为 整数 阶 多 项 式 
的 关系 来 说 ,我 们 有 现成 的 二 项 式 定理 很 容易 完成 这 
件 事 。 可 是 对 于 分 数 阶 二 项 式 如 何 展开 呢 ?” 对 于 一 
般 函 数 如 何 展开 呢 ? 牛顿 沿 着 这 样 的 视角 ,发现 了 分 
数 阶 二 项 式 展 开 公 式 , 以 及 其 他 函数 的 展开 公式 , 创 
建 了 弾 有力 的 数 学 工具 微 积 分 。 

下 面 再 来 看 看 复数 的 发 明 。 我 们 知道 ,复数 也 来 
源 于 方程 求解 的 研究 。 在 实数 域 ,方程 x 十 1 二 0 无 
解 。 可 是 ,如 果 我 们 换个 角度 看 这 个 方程 ,发 明 一 个 
数 , 称 之 为 虚数 单元 i, 使 它 的 平方 等 于 一 1, 那 么 这 个 
方程 不 是 有 解 了 吗 ? 沿 着 这 个 视角 ,制定 虚数 运算 的 
规则 , 欧 拉 发 现 了 一 个 重要 恒等式 (re*)" 二 rr"(cosnz 十 
isinnzx) ,利用 这 个 关系 ,高 斯 证 明了 : n 次 多 项 式 方程 
An 个 根 的 代数 基本 定理 。 随 后 , 柯 西 RE RA 
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特 拉 斯 等 人 将 复数 引入 微 积分 ,发 现 了 一 系列 重要 的 
关系 ,使 复 变 函数 成 为 分 析 数 理 问题 的 重要 工具 。 这 
一 切 源 于 我 们 换个 角度 去 看 方程 x 十 1 二 0 的 根 。 

一 题 多 解 是 训练 我 们 多 角度 看 问题 的 很 好 方法 。 
高 斯 就 特别 重视 这 种 方法 。 高 斯 先后 给 出 过 4 种 代 
数 基本 定理 的 证 明 ,8 种 二 次 互 反 定理 的 证 明 。 每 一 
种 新 的 证 明 无 非 是 换 一 个 角度 去 看 问题 。 这 种 多 角 
度 看 问题 ,不 仅仅 可 以 加 深 对 问题 ,对 已 有 工具 的 理 
解 ,更 为 重要 的 是 , 它 往往 能 孕育 新 的 思想 .新 的 理 
论 , 这 或 许 是 数学 创造 的 最 重要 方式 之 一 。 
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是 明代 杰出 画家 徐 渭 的 《 墨 葡萄 》。 这 里 徐 渭 
进一步 展示 了 淡 墨 技法 的 优势 一 一 用 泼墨 能 更 加 逼 
真 地 展现 葡萄 及 其 叶子 的 生命 。 
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新 的 视角 往往 是 数学 创造 的 源泉 。 其 实 , 又 何尝 
只 是 数学 , 诗 、 画 等 艺术 又 何尝 不 是 如 此 。 

“ 横 看 成 岭 侧 成 峰 , 远 近 高 低 各 不 同 。 不 识 庐 山 
真面目 ,只 缘 身 在 此 山中 。” 这 是 一 首 大 家 熟知 的 诗 ， 
表达 了 诗人 在 看 山 时 的 感受 。 套 用 这 首 诗 , 人 们 在 群 
论 创 造 中 的 感受 或 许可 以 表达 为 :“ 横 看 成 岭 侧 成 
峰 , 高 低 远 近 各 不 同 。 要 识 群 论 真面目 ,多 角 细 察 构 
想 中 。” 

一 首 好 诗 往往 是 从 一 个 新 的 视角 观察 ,发 现 一 种 
新 的 感受 。 “黄河 之 水 天 上 来 ,奔流 到 海 不 复 回 ”, 在 
于 将 黄河 之 水 与 天 连接 的 构想 , 写 出 了 对 黄河 之 水 磅 
磷 气 势 的 一 种 新 感受 。“ 叶 落 乌 啼 箱 满 天 , 江 枫 渔 火 
对 悉 眠 。 姑 苏 城 外 寒山 寺 , 夜 半 钟 声 到 客船 。 ”这 首 诗 
最 给 我 带 来 艺术 感受 的 是 “寒山 寺 传 来 的 钟 声 ”, 那 种 
遥远 ,悠扬 .沁人心脾 的 意境 .。“ 明 月 松 间 照 ,清泉 石 
上 流 。?" 可 以 说 发 现 了 整个 夜色 中 能 直通 心灵 、 唤 起 心 
灵 愉 悦 的 关键 “生活 就 像 海洋 ,凡是 有 生活 的 地 方 ， 
就 有 快乐 和 宝藏 ”, 这 完全 是 对 生活 的 一 种 新 的 视角 。 

一 幅 好 画 往 往 不 取决 于 对 人 物 \ 场 景 复 原 的 逼真 
程度 ,而 是 在 于 能 否 发 现 可 以 唤起 人 共鸣 的 视角 ,并 
对 这 种 视角 下 的 美 进行 修饰 .加强 、 扩 大 构建 。 齐 白 
石 说 “作画 妙 在 似 与 非 似 之 间 ”。 在 我 看 来 ,这 里 的 
“ 似 ” 是 指 抓 住 了 特殊 视角 下 能 彰显 人 物 、 场 景 神韵 的 
部 分 ,“ 不 似 ” 是 指 忽 略 那 些 不 重要 的 部 分 。 齐 白石 画 
的 妙 就 在 于 总 能 发 现 虫 、 虾 、 人 等 最 生动 的 一 面 ; 黄 
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‘Fe AT. AGG A EU RE HE OL HAB A 
加 的 方式 表现 出 山水 的 重 、 厚 、 仁 ; 英 奈 的 《 日 出 》 在 
于 发 现 了 一 种 旭日 东升 下 水 面 、. 天 空 色 彩 斑 阐 的 膀胱 
美 , 栖 高 的 (夜间 露天 咖啡 馆 ) 在 于 发 现 了 用 色彩 能 
构建 一 种 能 让 都 市 忙碌 的 人 们 休 总 的 画面 。 

多 视角 看 自然 ,是 科学 创新 之 源 ; 多 视角 看 人 
生 , 是 艺术 创新 之 源 。 
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这 是 明 末 清 初 杰出 画家 八大 山 人 的 一 幅 画 。 八 
大 山 人 继承 了 前 任 写意 的 传统 ,并 且 有 新 的 发 现 。 这 
个 发 现 就 是 : 花 、 鸟 关键 部 分 的 变形 能 增加 趣味 , 仿 
Gh ae EA eK 
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HERA A) EI TAE eB EA 
的 。 但 是 ,这 绝 不 意味 着 其 他 学 者 对 此 毫 无 贡献 。 对 
方程 求解 直接 有 贡献 的 就 可 以 列举 出 一 长 串 名 字 : 
塔 尔 塔 利 亚 、 卡 尔 丹 、 费 尔 拉 里 、 欧 拉 、 拉 格 朗 日 、 鲁 菲 
尼 、 柯 西 \ 阿 贝尔 等 ,他 们 的 工作 直接 或 间接 地 肥沃 了 
群 论 诞生 的 土壤 。 群 论 的 诞生 是 人 类 对 求解 高 次 方 
程 这 一 核心 问题 长 期 探索 、 不 断 积 累 的 飞跃 。 

群 论 的 诞生 历史 告诉 我 们 : 原创 力 往往 诞生 于 
对 核心 .具体 问题 的 长 期 探索 、 不 断 积累 。 这 启示 我 
们 要 提高 原创 力 , 就 需要 弄 清 我 们 所 研究 的 问题 是 否 
是 学 科 最 本 质 、 最 核心 的 问题 ,内 涵 是 否 清晰 、 明 确 ; 
需要 有 长 期 探索 .不断 积累 的 思想 准备 。 急 功 近 利 与 
原创 力 背 道 而 驰 。 

这 不 仅 是 群 论 创造 带 来 的 启示 ,文学 同样 如 此 。 
屈原 的 (天 问 》 陈 子 昂 的 4 登 幽 州 台 歌 》 都 是 诗人 对 天 
地 演化 、 历 史 发 展 长 期 思考 的 感情 进发 。 

绘画 艺术 中 的 创造 更 是 如 此 。 文 艺 复兴 时 期 给 
画 艺术 的 突破 来 自 于 思想 观念 的 突破 。 这 一 时 期 的 
哲学 观念 是 关注 人 自身 和 现实 的 美 ,而 非 神 。 透 视 原 
理 这 一 古典 绘画 艺术 基本 原则 的 发 明和 确定 , 正 是 对 
如 何 逼 真 绘画 人 和 自然 景观 长 期 探索 .不 断 积累 的 产 
物 。 印 象 派 画家 的 形成 来 自 于 对 绘画 对 象 的 扩大 。 
这 一 时 期 的 画家 已 不 满足 于 描绘 静态 的 、 理 想 背 景 
的 人 和 自然 ,而 是 要 捕捉 瞬 态 的 .复杂 背景 下 的 人 和 
自然 美 ,这 种 美 更 符合 现实 ,更 易 与 人 产生 共鸣 。 后 
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印象 派 画 家 以 及 其 他 现代 画 派 的 诞生 则 来 自 于 对 绘 
画 对 象 的 进一步 不 同 含义 下 的 深入 。 这 些 画 家 已 不 
满足 于 描绘 人 和 自然 的 外 在 形式 ,而 是 要 反映 观赏 
的 心理 状态 。 对 这 一 问题 的 探索 和 研究 ,发 现 了 色 
彩 、 变 形 与 人 心理 的 复杂 关系 ,并 成 为 绘画 中 的 重要 
语言 。 

无 疑 ,原创 力 来 自 于 对 核心 问题 长 期 深入 的 思 
考 。 这 个 过 程 往往 是 漫长 . 孤 耻 .不 可 预测 的 生命 体 
Ber , 像 伽 罗 瓦 对 于 方程 求解 的 探索 、 楚 高 对 于 向 日 莫 
的 观察 和 绘画 、 黄 宾 虹 对 于 山 的 观察 和 绘画 ,都 是 如 
此 。 在 这 个 探索 过 程 中 ,一 定 是 越 走 越 深 、 越 走 分 支 
越 多 ,甚至 会 迷失 。 所 以 还 需 能 不 断 地 从 问题 中 走出 
来 , 走 到 问题 的 外 面 ,站 在 不 同 角 度 反 复 凝视 ,不 断 舍 
弃 次 要 元 素 , 不 断 提炼 ,直至 本 质 显现 。 这 又 是 一 个 
追求 简洁 的 过 程 。 由 此 可 见 ,深入 不 是 目的 ,只 是 过 
程 ,我 们 深入 是 为 了 浅 出 。 之 所 以 能 浅 出 ,在 于 我 们 
发 现 了 最 佳 的 观察 角度 。 对 科学 而 言 ,从 这 个 角度 出 
发 能 看 到 一 些 基本 事实 ,基于 这 些 基 本 事实 能 构建 一 
个 逻辑 的 体系 ,将 道理 阐述 得 最 为 透彻 ,问题 解决 得 
最 为 彻底 , 欧 几 里 得 的 几何 ` 伽 罗 瓦 的 群 论 .牛顿 的 力 
学 .麦克斯韦 的 电磁 理论 都 是 如 此 ; 对 艺术 而 言 ,从 
这 个 角度 能 看 到 最 直接 、 最 容易 唤起 人 共鸣 的 东西 ， 
我 们 的 艺术 便 是 留 下 、 强 化 这 些 东 西 ,而 忽略 其 他 。 
李白 用 绮丽 的 想象 来 构建 对 不 同事 物 感受 的 联系 ; 
焚 高 在 追求 用 绘画 表达 内 心 的 探索 中 ,发 现 了 色彩 与 
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心理 之 间 的 联系 ,发 明了 用 色彩 表达 生命 特征 的 方 
式 ; 黄 宾 虹 发 明了 用 积 墨 的 方法 ,来 表达 山 的 浑厚 华 
滋 。 这 些 都 是 深入 浅 出 的 典范 。 

这 个 追求 浅 出 .追求 简洁 的 过 程 很 多 时 候 是 抽象 
的 。 群 论 是 抽象 的 ,之 所 以 抽象 实际 上 是 因为 日 常 学 
习 生 活 中 较 少 从 深层 次 的 对 称 性 这 一 角度 看 问题 。 
倘若 反复 练习 从 这 一 角度 思考 问题 ,抽象 的 东西 也 会 
变 得 具体 , 即 熟 “抽象 ”而 生 “ 具 体 ”。 我 猜测 代数 几何 
学 家 格 罗 滕 迪 克之 所 以 能 像 我 们 思考 具体 问题 一 样 
去 思考 抽象 问题 , 盖 缘 于 其 所 受 数 学 训练 与 常人 不 
同 , 更 多 地 始 于 抽象 数学 。 

因此 ,原创 力 的 诞生 不 仅 需 要 对 核心 问题 的 长 期 
深入 研究 ,而且 更 为 重要 的 是 ,需要 对 研究 观察 到 的 
事实 进行 不 断 、 反 复 的 抽象 ,直至 发 现 最 佳 观察 角度 ， 
并 在 这 一 观察 角度 下 发 明 一 套 理论 或 语言 。 说 白 了 ， 
原创 力 的 诞生 需要 深入 浅 出 。 深 入 不 能 浅 出 的 结果 
只 能 是 迷失 。 这 种 深入 浅 出 ,说 得 更 准确 些 就 是 简洁 ， 

一 种 最 高 形式 的 美 , 正 如 达 。 芬 奇 所 说 :“Simplicity 
is the ultimate form of sophistication. ” 

追求 简洁 是 人 的 一 种 基本 欲望 ,这 种 追求 简洁 的 
欲望 是 原创 力 的 本 源 之 一 。 因 此 ,原创 力 深 埋 于 人 性 
之 中 。 人 性 的 自由 发 展 是 获得 原创 力 的 前 提 。 外 在 
的 目标 设 定 和 强制 都 很 难得 到 原创 力 , 充 其 量 只 能 得 
到 一 些 集成 性 的 创新 。 尤 其 是 当 强 制 的 外 在 目标 与 
人 性 矛盾 后 ,这 种 强制 只 会 扼杀 原创 力 。 
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当然 ,这 种 渴望 简洁 的 本 性 也 会 带 来 很 多 问题 ， 
成 为 人 性 的 弱点 。 辟 如 : 在 根本 没有 规律 的 地 方 ,为 
了 简单 ,往往 会 牵强 给 出 所 谓 的 简单 的 合理 解释 ; 为 
了 简单 ,总 是 倾向 于 接受 一 些 暗合 自己 观点 或 理论 的 
事实 ,排斥 不 合 的 事实 。 
由 此 可 见 , 这 种 追求 简洁 的 本 性 既是 人 类 原创 力 
的 本 源 , 也 是 造成 人 类 各 种 偏见 的 原因 。 我 们 需要 通 
过 剖析 人 类 创造 出 来 的 精华 ,去 点 燃 , 诱 导 人 们 将 对 
洁 追 求 的 欲望 转化 成 一 种 真正 的 原创 力 ,避免 造成 
武断 偏见。 没有 内 心 激动 的 简单 记忆 ,机 械 重 复 的 
教育 是 远 远 不 够 的 ,需要 对 诸如 群 论 等 人 类 智慧 来 龙 
去 脉 地 深入 挖掘 ,激动 注 涯 地 反复 理解 .赞美 直至 内 
化 于 心 。 不 仅 要 在 意识 层面 能 记忆 、 理 解 ,而 且 要 通 
过 长 时 间 的 反复 累积 ,不 同 场合 的 多 角度 应 用 ,深入 
到 我 们 的 潜意识 之 中 。 或 许 这 才 是 教育 的 终极 目标 ! 


104 


LZEP GF EHUMNRTEHZER,H 
理 因 得 以 发 扬 。 思 想 而 不 自由 , 努 宁 死 耳 。 斯 古今 仁 
圣 所 同 殉 之 精 义 , 夫 电 良 骂 之 敢 望 ?先生 以 一 死 见 其 
独立 自由 之 意志 ，, 非 所 论 于 一 人 之 恩怨 ,一 姓 之 兴亡 。 
鸣 呼 ! MATAR ARE MAR. ARUAZA 
节 ， 诉 真 宰 之 茫茫 。 来 世 不 可 知 者 也 。 先 生 之 著述 或 
有 时 而 不 彰 , 先 生 之 学 说 或 有 时 而 可 商 。 惟 此 独立 之 
精神 ,自由 之 思想 , 历 千 万 祀 ,与 天 壤 而 同 久 , 共 三 光 


一 一 陈寅恪 4 王 观 堂 先 生 纪念 碑 铭 》 


OC BA BH LE aR Oi ir RN BK A 


受 , 足 以 不 朽 ! 


思想 自由 是 原创 力 的 基石 。 
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我 们 , 林 先 生 是 一 位 纯粹 的 艺术 大 师 , 曾 追随 蔡元培 
先生 “以 美育 代替 宗教 ?的 教育 思想 , 抱 定 艺术 救国 的 
信念 ,创办 国立 北京 艺 专 和 国立 杭州 艺 专 。 可 惜 , 其 
艺术 主张 未 能 在 中 国 坚 持 。 这 个 结果 是 注定 的 。 纯 
粹 的 艺术 不 仅 救 不 了 国 , 而 且 , 在 某 些 时 候 会 极其 用 
弱 。 艺 术 的 价值 和 力量 可 能 需要 很 长 的 时 间 维 度 才 
能 显示 ,百年 甚至 更 长 。 

林 风 眠 的 画 有 意境 ,具有 原创 性 。 这 幅 画 营造 了 
一 种 孤寂 、 蔡 茫 的 氛围 ,表现 了 "“ 渚 清 沙 白 鸟 飞 回 ”, 是 
林 风 眠 喜爱 表现 的 一 种 意境 。 林 风 眠 大 师 说 过 : 任 
何 艺术 都 是 上 暗示。 这 幅 画 在 暗示 什么 呢 ? RE 
示 : EMA LGA, ARMAR EE A HP AT 
常常 是 孤寂 的 。 前 行 的 方向 只 能 来 自 于 内 心 。 这 是 
自由 的 代价 ,是 获得 原创 力 的 代价 。 


数 域 ,15 同 态 满 射 ,30 


单 代 数 结构 定理 ,16 同 构 满 射 ,30 

n 次 扩 域 ,18 同 态 定理 ,30 

分 裂 域 ,18 伽 罗 瓦 群 ,37 

分 裂 域 属性 定理 ,20 群 域 等 数 关 系 ,38 
正规 扩 域 ,21 循环 群 ,39 

伽 罗 瓦 扩 域 ,21 阿 贝 尔 群 ,39 

单 代数 扩 域 定理 ,22 交换 群 ,39 

群 ,27 fm 7 BUA AS Fe BE „44 
n 阶 群 ,28 可 解 群 ,50 

正规 子 群 ,28 不 变 子 域 ,59 

左右 陪 集 ,28 伽 罗 瓦 子 域 可 逆 定 理 ,60 
商 群 ,29 阿 丁 引 理 ,61 

拉 格 朗 日 定理 ,29 伽 罗 瓦 群 可逆 定 理 ,62 


文 前 :2 IES :59,62,63,64 


